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HAUPTAUFSAÄTZE 


Mechanik der plastischen Formänderung von Kristallen. 
Von R. v. MISES in Berlin. 


ls ich vor etwa fünfzehn Jahren die Skizze einer vollständigen Mechanik der plastisch- 
deformablen, isotropen Körper veröffentlichte!), lagen noch sehr wenige Versuchs- 
ergebnisse vor, an denen die Brauchbarkeit der Theorie hätte geprüft werden können. 
Es steht auch heute nicht viel anders und namentlich die Hauptfrage, ob zwischen 
Spannung und Deformationsgeschwindigkeit in jedem Punkte der vermutete Zusammen- 
ang besteht, ist durch unmittelbare Beobachtungen noch nicht entschieden. Die schönen 
und praktisch wertvollen neueren Beiträge zum ebenen Problem von Prandtl, Nädai, 
Hencky u.a.?) können hier nicht gut herangezogen werden, da sie den Spannungs- 
zustand allein betrachten; die Vervollständigung der Untersuchung durch Berücksichtigung 
der Formänderungsvorgänge, wie ich sie in meinem Dresdener Vortrag angedeutet habe’), 
scheint in den meisten Fällen noch auf große Schwierigkeiten zu stoßen. Nur in einem 
Punkte haben die neueren Versuche, namentlich die des Göttinger Instituts, wesentliche 
Aufklärung gebracht, nämlich über den Verlauf der Fließgrenze oder die Kennzeichnung 
der Spannungszustände, unter denen die plastische Deformation vor sich geht. Die vor 
neiner ersten Veröffentlichung allein bekannt gewesene Auffassung von O. Mohr, wonach 
lie mittlere der drei Hauptspannungen ohne Einfluß auf den Beginn des Fließens sein 
soll, hat sich als unhaltbar herausgestellt. Dagegen weisen die Versuchsergebnisse über- 
einstimmend darauf hin, daß der von mir angegebene Ausdruck, die Quadratsumme 
aus den Differenzen der drei Hauptspannungen, für den Eintritt des Fließens 
naßgebend ist. Damit, daß dieser Ansatz häufig als Hypothese der »Konstanz der Ge- 
'altänderungsenergie« bezeichnet wird, setze ich mich weiter unten auseinander. 
Inzwischen hat sich die experimentelle Forschung nach einer etwas andern Rich- 
"ng gewandt und die Erscheinungen an nicht-isotropen, an kristallinischen Medien 


!) Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wissensch. Göttingen, Math. phys. Klasse 1913, S. 582 bis 592. 


*) Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 15 bis 28; Bd. 3 (1923), S. 241 bis 251, 442 bis 451 ust. 
3) Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 147 bis 149. Hier wird an einem Beispiel die Ueberein- 
umung der vollständigen Theorie mit der Beobachtung nachgewiesen. Das Torsionsproblem (Trefftz, 


St 


se Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 64 bis 73] ist von den Annahmen über die Deformation unabhängig. 
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158 Nachrichten 


Die Darstellung ist lehrbuchmäßig breit und 
klar, die mathematischen Voraussetzungen gehen 
nicht über das hinaus. was man von einem 
Studenten der Mathematik oder der Physik 
oder der Technik in mittleren Semestern er 
warten kann. Von der Vektorrechnung ist spar 
samer Gebrauch wvemacht Die Formulierung 
der Grundlagen ist zwar nicht die Hauptsache, 
aber doch befriedigend genau und die Durch- 
arbeilung im einzelnen exakt Der Inhalt ıst 
reich und der heutigen Forschung angepaßt 
ls findet sich manches Neue in dem Buch. na 
mentlich soweit der erste Verfasser selbst au 
der Weilerentwicklung der Mechanik mitgear 
beitel hat. auch waren die Verfasser bestrebt, 
den Anschluß an die moderne Physik herzu 
\ndeulungen der Quantentheorie und 
der Scehrödingerschen Wellenmechanik 
Technische Anwendungen treten etwas zurück. 
immerhin sind die wichtigsten angedeutet, auch 
ist der Standpunkt nicht allzu abstrakt, indem 
beispielsweise auf die Reibungserscheinungen 


stellen 


näher eingegangen und auch die Kritik der 


Goulombschen Heibungsgesetze besprochen 


wird 


Der Stoff gliederl sich in zwölf Kapitel, von 
denen jeder Teiılband sechs enthält Der ersle 
leıl besinnt mit der Bewegung eines Punktes 
auf vorgeschriebener Bahn. Es folst der freie 
’unkt und die Bewezung auf vorgeschriebener 
l"läche Dabei wird ziemlich ausführlich auf 
die äußere Ballistik eingegangen. Die Elemente 
der Ilımmelsmechanik schließen sıch naltur- 
gemäß an. Es folgt ein Kapitel über Energie 
und Impuls. Das fünfte Kapitel enthält das 
d’Alembertsche Prinzip, die Lagrange- 
schen Gleichungen und die Theorie der nicht- 
holonomen Systeme. Der erste Teilband schließt 
mit einem Kapitel über Stabilität und kleine 


Schwinsungen. Der zweite Teılband widmet die 
drei ersten Kapitel, d.h. die kleinere Hälfte 
ler Mechanık der starren körper Das erste 


hapıitel enthält die ebene Bewezung des star 
ren Körpers, auch etwas über Rollreibung, 
Das zweite die Dewezsung um einen Testen 
Punkt, dabei die Poinsotbewegung und den 
all der Frau Kowalewskv. das gyrosko- 
pische Phänomen Das dritte Kapitel be 
handelt allvzemeinere Rolalionsbewezsungen, zZ. B 

eingebauten 
sreisel. Zwei weitere Kapitel setzen das fünfte 


len Billardball. den Reifen. die 
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Kapitel des ersten Teiles fort, sie enthalte 
die Hamilton-Jacobische Theorie der k: 
nonischen Systeme, die daran anschließend 
Transformalions- und Integrationstheorie, a 
Anwendung einiges aus der Störungstheoric 
endlich die Minimalprinzipien von Gaub 
Hertz. Hamilton und Jacobi. Der zweil: 
Band schließt mit einem Kapitel über die Stoß 
voreänge Es maz noch erwähnt werden, dal 
jedes Kapitel am Schluß eine größere Reih: 
von Aufgaben enthält, deren Lösung an dii 
Selbständiskeit des Lesers einige Anforderungeı 
stellt. Es ist mehr eine Sammlung kleinere 
Probleme. 

Berlin. (G. ITamel. 881 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


G. MAHLER 7, Professor der Mathematik 
und Physik am Gymnasium in Ulm. Physi- 
kalische Aufgabensammlung. Mit den 
Resultaten. Dritte. völlig neu umgearbeitete 
Auflage, besorgt von Prof. K. Mahler, Studien- 
rat an der Oberrealschule Aalen in Württem- 
berg. Sammlung Göschen Nr. 243. Walter 
de Gruyter & Co, Berlin und Leipzig 1927. 
1368. Preis 1,50 M. 


Prof. E. SCHULTZ, weil. Oberlehrer an der 
Maschinenbau- und Hüttenschule zu Duisburg. 
Mathematische und technische Tabel- 
len für Maschinenbau. Tabelle II. Neu- 
bearbeitet von Dipl.-Ing. Professor Dr. S. Ja- 
kobi, Dipl.-Ing. OÖ. Kehrmann, Studienräten 
der staatl. vereinigten Maschinenbauschulen in 
Elberfeld und Köln a. Rh. 17. Aufl., 217. bis 
>28, Tausend der Schultzschen Tabellen. Zum 
Gebrauch bei den Reifeprüfungen an den höhe- 
ren Maschinenbauschulen, Hüttenschulen und 
verwandten Fachschulen der Metallindustrie 
in allen deutschen Bundesstaaten durch die 
zustänaigen Ministerien genehmigt. G. D. 
Baedeker. Essen 1928. XV -— 4348 Preis 
8,40 M. 


Prof. Dr. GUSTAV FÖRSTER, Abteilungs- 
vorsteher im Preuß. Geodätischen Institut bei 
Potsdam. Geodäsie (Landesvermessung und 
Erdmessung). Mit 33 Figuren. Sammlung 
Göschen 102, Walter de Gruyter & Co., Berlin 
und Leipzig 1927. 121 S. Preis 1,50 M. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 
Ortsgruppe Berlin 
\m 2. März sprach Hr. R. Becker-Char- 
lottenburg über »lPetrachtungen zur Molekular- 


N ı 


{theorie der unelastischen lFormänderung 
Prager Mitglieder 
\m 21. Februar 1928 sprach Hr. Joh. La- 
rag über »Neues auf dem Gebiete der 
elektrostatischen Berechnung von Hochspan 
nungstransformaltoren mit Hilfe der konfor- 


bus-] 


men Abbildung«. Nach kurzer Erinnerung 
an die Grundbegriffe der konformen Abbil- 
dung wurde die Abbildung polygonal begrenzter 
Bereiche (Transformatorbereich) auf die ober: 
llalbebene mit Hilfe des Schwarzschen Theo 
rems dargestelll; ferner die Abbildung auf den 
Bereich eines homozenen elektrischen Leldes, 
welches durch einen beiderseits ins Unendliche 
verlaufenden Parallelstreifen besrenzt wird. Die 
wichligsten Eigenschaften der Abbildung wur- 
den erwähnt. Es folgte die Berechnung des 
Potential- und Teldverlaufes von Transforma 
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‚ren mil Berücksichligung des Umstandes, 
3 nieht nur eine, sondern mehrere Wick- 
nsen mit längs derselben konstanten Poten- 
ılen vorhanden sind. (Bericht über eine vom 
‚rtrasenden veröffentlichte Arbeit im Archiv 
Elektrotechnik [Bd. XIX, 58.82 
Der weilere Ausbau der Anwendung der kon- 
‚men Abbildung bei der elektrostalischen 
erechnung von Hochspannungstransformatoren 
‚chieht in folgender Weise: Das Polential 
ss einer Transformalorwicklung wird nich! 
chr als konstant angesehen, sondern es wird, 
ce es der Wirklichkeit entspricht, der Poten- 
labfall längs derselben berücksichtigt. Für 
en Fall. daß die elektrische Feldstärke überall 
ter demselben Winkel gesen die Oberfläche 
er Wicklung geneigt ist, wird der Potential- 
erlauf längs der Wicklung und somit der Auf- 
ıı der Wicklung ermiltell. Zum Schlu:se wur- 
len die Ergebnisse der Berechnung, welche 
ir verschiedene Werte dieser Winkel und 
ferner für verschiedene Verhältnisse der Wick- 
ıneshöhe zum Abstand vom Mantel durch 
eführt wurden, an Hand von graphischen 
Darstellungen zezeigt. 


IIr. K. Körner-Prag sprach am 20. März 
1025 über »Wirkungsgrad von Propellertur- 
inen bei wechselnder Beanschlagung« 

\m 24. April spricht Hr. K. Breitfeld über 
las »Sinus- und Tangensrelief ın der Elektro 
technik 


Gründung einer Gesellschaft für ange- 
wandte Mathematik und Mechanik in Ame- 
rika. Im Rahmen der großen American So- 
ielv of Mechanical Engineerings wird die Or- 

ınisalion einer besonderen Fachgruppe für 
l«chanik. Physik und angewandte Mathematik 

rbereilel. Unter dem Vorsitz von Prof. S 
Iımoshenko ist ein Ausschuß eingeselz! 

‚den, der die Einzelheiten der Organisation 

‚Iselzen soll. Die Gründung nimmt ausdrück 

Ih Bezug auf die durch die internationalen 

‚ncresse für angewandte Mechanik zum Aus 
ıruck sekommene Intwicklung. Eine Reihe 

n prominenten Mitgliedern der amerikanı- 

hen Vereinigung ist auch unserer Gesellschaft 
ur angewandte Malhemalik und Mechanik bei- 
etrelen, um damit den freundschaftlichen Zu- 

ınmenhang zu dokumentieren. 


Maithematiker-Kongreß in Bologna. Im 


eptember ds. J. findet in Bologna ein Mathe- 


ZUSCHRIFTEN AN 


Beiträge zur Lösung des ebenen Pro- 
blems eines elastischen Körpers. ') Ich erlaube 
ır zu dieser Arbeit von Hrn. W.Riedel fol- 
ende Pemerkungen: 

/u 1. 3: Die Isotropie-Forderung ist nicht 
iwandfrei durchgeführt. Bei Belastung in 
ıchtung der Diagonalstäbe sind die Kräfte 
ch beistehender Skizze einzuführen. Man er- 
lt S., 0. S,; P N. Da in x-Richtung 


Diese Zeitsehr. Bd. 7 (1927). S. 169. 
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maliker-Kongreß statt, der in den Sektionen Ill 
bis V auch verschiedene Gebiete der ange- 
wandten Mathemalik, Mechanik, Astronomie, 
(reodäsie, Statistik und Wahrscheinlichkeits- 
rechnung sowie Ingenieurwissenschaften behan- 
deln wird. In dem französischen Einladungs- 
text wird der Kongreß bezeichnet als »8S ieme 
congres international, fixCe par l’Union inter 
nationale mathematique«, im deutschen Text 
wird gesagt, den Kongreß werde »die Inter- 
nationale Mathematiker-Vereinigung abhalten 
Da die Einladungen auch einzelnen deutschen 
F"achkollegen zugegangen sind, sei hier zur 
Aufklärung folgendes mitgeteilt. 

Auf dem fünften internationalen Mathema- 
liker-Kongreß in Cambridge 1912 wurde be- 
schlossen, den sechsten Kongreß in Stockholm 
1016 abzuhalten. Schweden, das den Auftrag 
zur Veranstaltung des Kongresses übernommen 
hatte. konnte ihn des Krieges wegen nicht 
ausführen. Im Jahre 1918 wurde unter Füh- 
rung französischer Gelehrter die »Union inter 
nationale«x gerründel, eine Vereinigung von Ge 
lehrten aller Fächer mit der satzungsmäßigen 
Bestimmung des Ausschlusses der Deutschen 
von allen wissenschaftlichen Veranstaltungen. 
Diese »Union« (bzw. die in ihr eingeschlossene 
Union mathcmatique) veranstaltete 1920 in 
Straßburg und 1924 in Toronto Mathematiker- 
Kongresse, zu denen die Deutschen nicht ein- 
seladen wurden. Inzwischen wurden die Sat- 
zunsen der Union dahin abgeändert, daß 
Deutschland nachträglich in die Vereinigung 
aufgenommen werden könnte, wenn es darum 
ansucht: ein solches Gesuch ist bisher nicht 
vestellt worden. Für den Kongreß in Bologna 
hat nun die Union den Weg gewählt, selbst 
elwas in den Hintergrund zu treten und es 
seschehen zu lassen, daß deutsche Gelehrte 
durch die aus Italienern bestehenden örtlichen 
Organisationen eingeladen werden. Welche Rolle 
sich die Union für die tatsächliche Leitung des 
Kongresses, die in BDologna vorzunehmenden 
Beschlußfassungen über weitere Kongresse usw 
vorbehält und welche Rolle den Deutschen, 
die der Einladung der Italiener folgen, auf 
dem Kongreß zufallen wird, läßt sich nicht 
übersehen. 887 


Persönliches. Hr. Dr.-Ing. G. Schnadel 
wurde als o. Prof. der Maschinenwirtschaft an 
die Techn. Hochschule Charlottenburg (Nach- 
[olse von Laas) berufen. 887 


DEN HERAUSGEBER 


keine Gesamtbelastuns vorhanden ist. so wird 
Sıa 2 Saı Die Gleichgewichtsbedingung 


der Kräfte in x-Richlung im Punkte 1 zibt 


-B | 
Soı + % — Sı3 0, hieraus: Y, = NW. 


v2 
Die Summe aller Kräftepaare im Körperteil 
chen gibt Ä 0. Die Verlängerung in y-Rich 
tung sei ec, in x-Richtung vc;, dann erhält 
man für die Stäbe 053. Ul und 15 
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[RAss177] AN 
1 l 
P-Qa -Qa- 
e v2 Be v2 
vc= ’ 
y 
rn Ge 
2VY1Qa 
> ve) s 
y2 2fE 


\us der ersten Gleichung erhält man eine 
Beziehung zwischen P und ©: die zwei letzten 
Gleichungen geben das Verhältnis der Stab- 


auerschnitte 
| r _V: 


f 1—v 
Kür die Belastung in Richtung der Haup!t- 
stäbe galt 


77 Yv 


fr __ 1-3 
f 2vY2 
seite 172. 12.2. v. © Hieraus 
1 f 1 
v . =- i 
3 f y3 


Zu Il, 12: In Abb. 18 und Abb.22 muß für 
a c,y=-Ö die Spannung t=0,25 sein. Hat 
die normalgerichtete NHRandbelastung einen 
Sprung p, so tritt an dieser Stelle die Schub- 


1 
spannung p auf 


7T 
Zu III, 13: Die Airysche Spannungsfunk- 
tion F==eylinr genügt nicht; sie gilt nur 


dann für den Spannungszustand einer durch 
eine Einzelkraft belasteten Ebene, wenn »—=0 
ist. Vergl. A. und L. Föppl, Drang und 
Zwang ], zweite Auflage, $ 44, Gl. (80) 


Dortmund . Weber S81 


& 


Auf die Ausführungen von 
Weber habe ich 


Erwiderung. 
Herrn Dr. Constantin 
folgendes zu erwidern: 

Zu I: Wie Herr Weber richtig behauptet, 
ist die in I, 3 (Zamm 3, 1927, S. 171) aufge- 
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stellte Isotropiebedingung leider nicht korrekt 
ausgeführt. 


Zu II: Die Singularität der Ecke ist in 
dem aperiodischen Bestandteil der Lösung 
mit enthalten. Für z2=c, y—0O wird 

- . u a h 
tt = —0.25- 2. In Abb. 18 und 22 ist bei 
7T 


der Schubspannung an eine Schnittgerade un- 
mittelbar rechts neben der Ecke gedacht. 


Zu III: Die in »A. und L. Föppl, Drang 
und Zwang«, I, $ 44, aufgestellten Gleichungen 
sehen nicht für »—=0 in die Spannungskom- 
ponenten der Airyschen Spannungsfunktion 
F=ceylnr über. Die in III, 13, 14 durchge- 
führte Rechnung ist insofern nicht einwandfrei. 
als F=cylInr keine eindeutigen, Verschiebungs- 
werte liefert. Als kompensierende Spannungs- 
Iunktion könnte F=(Ürpcos 9 eingeführt 
werden. 


Göttingen. W. Riedel. 88Sla 


Zur Theorie der zylindrischen Schalen 
und Bogeniträger. Zur Zuschrift von Hrn. 
Meißner-Zürich, Bd. 7 (1927), 8.507, be- 
merke ich folgendes: Die von Hrn. Pöschl 
(Bd. 7 (1927), S. 189 bis 198) nach der ein- 
und zweidimensionalen Theorie behandelten 
Beispiele stimmen in ihren Randbedingungen 
nicht überein. Will man mit Hilfe des an- 
seführten  Beispieles der  zweidimensionalen 
Theorie die eindimensionale Theorie prüfen. 
so ist N 0 und ®=0 zu setzen. Die ein- 
dimensionale Theorie gibt dann für diesen 
statisch unbestimmiten Fall: 


e „= : (cos $+-$sing— —)- 
po R“ 2 7T 

Die Lösung der zweidimensionalen Theorie 
sibt bei Berücksichtigung aller trigonometri- 
schen Glieder: 

G 1 R 
ppR? nr 

Für dieses statisch unbestimmile Beispiel trifft 
folglich meine Bemerkung in Bd.7 (1927), 
S. 420 zu. 


| 4 
PL. (cos $+ 9 sin 3 — )- 
2 ı 


Dortmund. GC. Weber. 88 


Räumliche $Spannungszustände in plasti- 
schen Körpern. Zu der Fußnote in dem 
Aufsatz von Hrn. Jenne,.S.18 bis 44 ds. Ban- 
des, legt Hr. F. Schleicher Wert darauf, fest- 
zustellen. daß er die in dieser Zeitschr. Bd. 6, 
1026. 8.199 veröffentlichte Erweiterung der 
IIvpolhese der »konstanten Gestaltänderungs- 
arbeit an der HLließgrenzex bereits in seiner 
Probevorlesung an der Technischen Hochschule 
Karlsruhe am 8. Mai 1925 vorgetragen hat. 

887 


(Redaktionsschluß 21. April 1928.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. von Mises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 


für den Anzeigenteil 


Peter Valerius, Berlin NW40. — VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW7. 


Druck von A. W, Schaüe, Berlin N 39. 
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HAUPTAUFSATZE 


Mechanik der plastischen Formänderung von Kristallen. 
Von R. v. MISES in Berlin. 


ls ich vor etwa fünfzehn Jahren die Skizze einer vollständigen Mechanik der plastisch- 
deformablen, isotropen Körper veröffentlichte!), lagen noch sehr wenige Versuchs- 
ergebnisse vor, an denen die Brauchbarkeit der Theorie hätte geprüft werden können. 

Ks steht auch heute nicht viel anders und namentlich die Hauptfrage, ob zwischen 
Spannung und Deformationsgeschwindigkeit in jedem Punkte der vermutete Zusammen- 
ang besteht, ist durch unmittelbare Beobachtungen noch nicht entschieden. Die schönen 
ınd praktisch wertvollen neueren Beiträge zum ebenen Problem von Prandtl, Nädai, 
'iencky u.a.?) können hier :nicht gut herangezogen werden, da sie den Spannungs- 
‘ustand allein betrachten; die Vervollständigung der Untersuchung durch Berücksichtigung 
der Formänderungsvorgänge, wie ich sie in meinem Dresdener Vortrag angedeutet habe’), 
cheint in den meisten Fällen noch auf große Schwierigkeiten zu stoßen. Nur in einem 
"unkte haben die neueren Versuche, namentlich die des Göttinger Instituts, wesentliche 
\ufklärung gebracht, nämlich über den Verlauf der Fließgrenze oder die Kennzeichnung 
'r Spannungszustände, unter denen die plastische Deformation vor sich geht. Die vor 
"einer ersten Veröffentlichung allein bekannt gewesene Auffassung von O. Mohr, wonach 
'e mittlere der drei Hauptspannungen ohne Einfluß auf den Beginn des Fließens sein 
ll, hat sich als unhaltbar herausgestellt. Dagegen weisen die Versuchsergebnisse über- 
nstimmend darauf hin, daß der von mir angegebene Ausdruck, die Quadratsumme 
ı5 den Differenzen der drei Hauptspannungen, für den Eintritt des Fließens 
\aßgebend ist. Damit, daß dieser Ansatz häufig als Hypothese der »Konstanz der Ge- 

ltänderungsenergie« bezeichnet wird, setze ich mich weiter unten auseinander. 

Inzwischen hat sich die experimentelle Forschung nach einer etwas andern Rich 

"g gewandt und die Erscheinungen an nicht-isotropen, an kristallinischen Medien 





') Nachr. d. Kgl. Ges. d. Wissensch. Göttingen, Math. phys. Klasse 1913, S. 582 bis 592. 

*) Diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 15 bis 28; Bd. 3 (1923), S. 241 bis 251, 442 bis 451 ust. 

) Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 147 bis 149. Hier wird an einem Beispiel die Ueberein- 
nung der voilständigen Theorie mit der Beobachtung nachgewiesen. Das Torsionsproblem [Trefftz, 

se Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 64 bis 73] ist von den Annahmen über die Deformation unabhängig. 
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ins Auge gefaßt. Aeltere, sehr unbestimmte Beobachtungen der Mineralogen über sog. 
Gleitvorgänge an natürlichen Kristallen sind von M. Polanyi und einigen Schülern') an 
künstlich kristallisierten Metallen wiederholt und zum Teil messend verfolgt worden. 
Andrerseits gelangten die gründlichen Untersuchungen von G. .] Taylor und Miß Elam’) 
zu außerordentlich präzisen Feststellungen. Diese waren es vor allem, die mir die An- 
regung boten, die mechanische Theorie der plastischen Formänderungen auf nicht-isotrope 
Körper auszudehnen. 

Im folgenden wird zunächst die allgemeinste Form der Fließbedingung # (6,, 6,, 0,, 
7, 7,, 7.) = konst. erörtert, die in einem Körper von gegebener Kristallsymmetrie möglich 
ist. Es heben sich dann, im Hinblick auf die Beobachtungen, zwei spezielle Formu- 
lierungen besonders ab. Die eine gibt, ähnlich wie bei isotropen Körpern, F als einen 
juadratischen Ausdruck in den sechs Spannungskomponenten; die zweite läßt die 
Größe der Schubspannung für gewisse kristallographisch ausgezeichnete Achsenpaare 
als maßgebend erscheinen. Alle bisherigen Versuchsergebnisse werden zwanglos in der 
einen oder der andern Weise erklärt — in manchen Fällen bleibt es unentschieden, 
welche der beiden Erklärungen die zutrefiendere ist. Es wäre aber durchaus verfrüht, 
hier etwas Abschließendes sagen zu wollen in einem Zeitpunkt, in dem fast keine an- 
deren Beobachtungen als solche über einachsige Spannungszustände vorliegen. Man wird 
erst sorgfältig überlegte Versuche unter allgemeineren Bedingungen, analog den Göttinger 
Versuchen mit isotropem Material, vornehmen müssen, ehe man über die Gestalt der 
Fließbedingung für Kristalle volle Klarheit gewinnen kann. 

Den Hauptpunkt der hier wiedergegebenen Theorie erblicke ich aber nicht in den 
Feststellungen über die Spannungsfunktion, die konstant gesetzt die Fließbedingung liefert, 
sondern in einer wie ich glaube — grundlegenden Bemerkung über den Zusammen- 
hang von Fließbedingung und Deformationsvorgang. Bei einem plastisch de- 
formablen Körper muß man die sechs Komponenten der Deformationsgeschwindigkeit in 
jedem Punkt als bis auf einen gemeinsamen Faktor durch die Spannungen in diesem 
Punkt gegeben ansehen. Ich behaupte nun, daß die sechs Ableitungen der Spannungs- 
funktion # nach den Spannunrgskomponenten eben die Größen liefern, denen die Kom- 
ponenten der Deformationsgeschwindigkeit proportional sind. Mit anderen Worten heißt 
das: Die Formänderung regelt sich derart, daß die pro Zeiteinheit von ihr verzehrte 
Arbeit unverändert bleibt gegenüber kleinen Variationen der Spannungen 
innerhalb der Fließgrenze. Da die Hlastizitätstheorie einen ähnlichen Zusammenhang 
zwischen den Deformationsgrößen und dem elastischen Potential lehrt, so nenne ich die 
Spannungsfunktion # auch das »plastische Potential« oder »Fließpotential«e. Nimmt 
man meine Hypothese an, so kann man aus Beobachtungen über den Formänderungs- 
vorgang auf die Fließbedingung schließen und umgekehrt. Beispielsweise ergibt sich für 
den isotropen Körper die Unmöglichkeit der Mohrschen Fließbedingung 7,.ax = Konst., 
sobald man festgestellt hat, daß bei einem Spannungszustand mit drei voneinander ver- 
schiedenen Spannungskreisen eine nicht-ebene plastische Deformation eintritt. Allgemein 
ist eine Fließbedingung der oben erwähnten »zweiten Art« (konstante Schubspannung für 
ausgezeichnete Achsenpaare) immer damit verknüpft, daß die Deformation in jedem Punkt 
eine ebene, zweidimensionale, ist — ungefähr dem entsprechend, was die Kristallographen 
in etwas unklarer Weise als »Gleitung« bezeichnen. 

In den Abschn. 1 und 2 des folgenden Aufsatzes werden die theoretisch möglichen 
Formen der Fließbedingung erörtert. Der Abschn. 3 untersucht die Frage, mit welchem 
Recht man etwa die «uadratische Fließbedingung als Bedingung »konstanter Gestalt- 
änderungsenergie« deuten darf. Nachdem dann in Abschn. 4 die Spezialisierung der 
Formeln für den einachsigen Spannungszustand gegeben ist, läßt sich in Abschn. 5 ein 
Vergleich der verschiedenen Ansätze mit den bisher vorliegenden Versuchsergebnissen 
durchführen. In Abschn. 6 werden einige kinematische Fragen, die in den bisherigen 
Darstellungen die größten Unklarheiten aufwiesen, behandelt, worauf dann Abschn. 7 die 
schon erwähnte Haupthvpothese über den Zusammenhang zwischen Fließbedingung und 


') vergl. H. Mark, M. Polanyi und E. Schmid, Zeitschr. f. Phys. Bd. 12 (1924), S. 58 bis 
116. M.Polanvi ebda. Bd. 17 (1923), S. 42 bis 53 und Zeitschr. f. Kristallographie Bd. 61 (1925), 
S. 49 bis 57. E. Schmid, Proceed. of the congr. of appl. mech. Delft 1924, S. 342 bis 353. Von den 
sehr zahlreichen späteren Arbeiten werden einzelne im folgenden angeführt. 

*) Eine Zusammenfassung der Resultate gibt G. J. Taylor in Verhandl. d. 2. Intern. Kongr. für 
techn. Mechanik Zürich 1926, S. 46 bis 52. Hier auch die genauen Angaben {ler die Originalarbeiten, 
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Formänderung entwickelt. In dem Schlußabschnitt 8 sind kurze Andeutungen über die 
Aufstellung der vollständigen Bewegungsgleichungen für die hier betrachteten Kontinua 
gereben, ohne daß damit eine Erledigung dieses, in bestimmter Richtung sehr schwierigen 
Problems versucht wird. 


1. Allgemeine Form der Fließbedingung. Aus den Grundannahmen über 
das Verhalten der festen Körper im Fließzustande folgt, daß sie in zweierlei Hinsicht 
den zähen Flüssigkeiten gleichen: 1. Die Spannung in einem Punkt zerfällt in einen 
allseits gleichen Druck (den hydrostatischen oder hydraulischen Druck, der aber auch negativ 
sein kann) und eine zusätzliche Spannung mit dem mittleren Druck Null, die allein 
dureh die Deformationsgeschwindigkeit bestimmt wird. 2. Die Divergenz des 
Geschwindigkeitsvektors verschwindet (Unzusammendrückbarkeit) und diese Bedingung 
muß zur Elimination des mittleren Druckes aus den Bewegungsgleichungen dienen. 

Andrerseits besteht der charakteristische Unterschied gegenüber den zähen Flüssig- 
keiten darin, daß als Zusatzspannung nicht jeder beliebige Spannungszustand mit ver- 
schwindendem mittleren Druck auftreten kann. Ein gezogener Kupferstab beginnt erst 
zu fließen, wenn die Zugkraft einen gewissen Wert erreicht hat, den sie dann während 
des Fließens annähernd beibehält. Die Gesamtheit der Spannungszustände, bei denen das 
Fließen möglich ist, bezeichnet man als die Fließgrenze (auch Elastizitätsgrenze); ihre 
Kennzeiehnung durch eine Gleichung zwischen den sechs Spannungskomponenten bildet 
die »Fließbedingung«. 

Zwei Anmerkungen sind hier zu machen, um Mißverständnisse auszuschließen. 
Daß die Divergenz der Geschwindigkeit gleich Null gesetzt wird, bedeutet nicht die An- 
nahme der Volumbeständigkeit im strengsten Sinn. Es kommt darin nur die Beobachtung 
zum Ausdruck, daß die Volumänderungen von der Größenordnung der elastischen De- 
formationen bleiben, die denen des Fließens gegenüber verschwindend klein sind. Die 
Voraussetzung hingegen, daß die Spannung während des Fließens an der Elastizitäts- 
grenze verharrt, ist ein bewußter Verzicht darauf, die wohlbekannte Erscheinung der 
Verfestigung“ mit der Plastizitätstheorie zu erfassen. Da man vermuten muß, daß die 
Verfestigung mit einer Aenderung des Gefüges zusammenhängt, wird es wohl kaum 
möglich sein, ihr im Rahmen der Kontinuitätsmechanik gerecht zu werden. 

Versuchen wir nun eine Fließbedingung aufzustellen, so werden wir unser Augen- 
nerk solchen Funktionen der sechs Spannungsgrößen, der drei Normalspannungen 9,, 0,, 0, 
und der drei Schubspannungen 7,, 7,, 7,, zuwenden, die zwei Forderungen erfüllen: 


I. Die Funktionswerte bleiben ungeändert, wenn man dem Spannungszustand eine 
allseits gleiche Normalspannung (einen hydrostatischen Druck) hinzufügt. 

2. Die Funktionswerte bleiben ungeändert, wenn man das zugrundegelegte Koordi- 
natenkreuz durch ein kristallographisch gleichwertiges ersetzt. 

Die zweite dieser Forderungen erscheint selbstverständlich und unausweichlich. Für 
den Fall isotroper Körper besagt sie, daß der betrachtete Ausdruck von der Wahl der 
koordinatenachsen unabhängig sein muß. Die erste Forderung ist naheliegend, wenn 
man bedenkt, welche besondere Rolle der hydrostatische Anteil der Gesamtspannung spielt. 
Uebrigens soll nicht angenommen werden, daß sie in aller Strenge für die Fließgrenze 
bei allen Körpern erfüllt ist. Aber indem wir Spannungsfunktionen aufsuchen, die dieser 
Bedingung genügen und ihren Wert dann als höchstens »langsam veränderlich« mit dem 
mittleren Druck ansehen, glauben wir das Wesentliche der Fließerscheinung er- 
'aßt zu haben. | 

Wir fragen zunächst nach einer quadratischen Funktion der Spannungskompo- 
nenten, die den aufgestellten Forderungen genügt, da aus theoretischen und experimentellen 
Gründen zu vermuten ist, daß den Ausdrücken zweiten Grades hier eine besondere Rolle 
-ufällt. Die allgemeinste Form lautet in üblicher Schreibweise: 


Fl (Kı 6? + ka 0? +... + ka u) +Kı2 0,4... +ku nn +... ker, (1) 
Sie enthält 21 verschiedene Koeffizienten k. Verlangt man (erste Forderung), daß F 
ıngeändert bleibt, wenn 0, durch 6,—p und zugleich o,, 6, durch 6, —p bzw. 0,— p 
ersetzt wird, so erhält man durch Einsetzen 6 Gleichungen zwischen den k, z.B. 
BF BE a er ee 
Die übrigen fünf Gleichungen gehen aus dieser hervor, wenn man den ersten Index der 
einzelnen Glieder der Reihe nach durch 2,3...6 ersetzt. Der quadratische Ausdruck, 


der der Forderung (1) genügt, enthält daher nur 15 unabhängige Koeffizienten. Man 
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kann ihn unmittelbar hinschreiben, indem man an Stelle der Größen o,, 0,, 0, ihre Diife- 
renzen als Veränderliche einführt und beachtet, daß die Summe der Differenzen Null ist. 
Wir schreiben: 


F= - 1, [kıs (6 — 0,) 4 Ksz (6, - 0,)’+ kaı (0, — 0 )?] — $_ Ikos (6, — ,)+ Kaz (0 — 6,)| | 
u” Ik; (6, 06,) + kı; (0, — 6 J => [kıs (0, — 6,) —+- ka; (6, u 0,)| + k;; T, T,, (3). 
+ KT, + kat u + Ya (ku Tr? + Ks 7, + Kos 74°) | 


Man erkennt, daß hier genau 15 unabhängige Koeffizienten auftreten und daß der Ausdruck 
ungeändert bleibt, wenn man die drei o um eine additive Konstante verändert. Also ist 
(3) die allgemeinste quadratische Form, die der ersten unserer Forderungen genügt. Die 
Bezeichnung der Koeffizienten ist so gewählt, daß sie mit (1) übereinstimmt. 

In dem allgemeinsten Fall der Kristallstruktur, bei der ein einziges Achsenkreuz 
eindeutig ausgezeichnet erscheint (triklines System), so daß unsere Forderung 2 leer ist, 
läßt sich der Ausdruck (3) nicht weiter vereinfachen. In dem beschränktesten Fall der 
Isotropie geht er, wie wir noch sehen werden, in den von mir 1913 angegebenen 


F= (6, — 0,” + (0, — 0,” + (, — 0”? +6 +? +?) . . . (4) 
über. Dem Standpunkt meiner damaligen Veröffentlichung entsprechend wäre 
Fun = 2 0. 5 5 ra 


als Fließbedingung anzusehen. Da die 1925 veröffentlichten Versuche von lL,ode!) einen 
gewissen Gang der F-Werte mit dem Wert der mittleren Normalspannung '/; (6, + 6, + 6,) 
zu ergeben schienen, habe ich in einem Vortrag im Juli 1925 die Hypothese für isotrope 
Körper dahin erweitert, daß F' eine (schwach veränderliche) Funktion von (0, —+ 0, +0.) 
sei. Diesen Gedanken hat — unabhängig von mir — F. Schleicher‘) weiter ausgeführt. 
Inzwischen hat sich herausgestellt, daß eine genügende empirische Grundlage zur Annahme 
einer bestimmten Veränderlichkeit des Z' nicht vorliegt. Da die Verhältnisse bei kristal- 
linischen Körpern sicher noch viel ungeklärter sind, erscheint mehr als eine ganz rohe 
Hypothese hier noch weniger berechtigt. Es wird daher wohl bis auf weiteres das richtige 
sein, die Fließbedingung des allgemeinsten Kristalles in der Form (5) anzusetzen, wobei 
unter F' entweder der in (3) gegebene Ausdruck oder der noch zu besprechende allge- 
meinere, nicht quadratische, zu verstehen ist. Im ersteren Fall hängt der Eintritt des 
Fließens von 15 Konstanten ab, deren Zahl sich freilich mit zunehmender Symmetrie des 
Kristalls bedeutend vermindert. 

Ob der Ansatz (3) zutrifit oder nicht, kann natürlich nur durch umfassende Versuche 
entschieden werden. Was aus dem bisherigen Stand der Beobachtung an Kristallen folgt, 
wird weiter unten dargelegt. Welche allgemeinere Formulierung möglich ist, ist für den 
Fall der Isotropie in meiner Arbeit von 1913 schon dargestellt. Es gibt dann bekanntlich 
drei unabhängige Spannungsinvarianten, bei Festhaltung der Forderungen 1 und 2, d.h. 
Funktionen, die ihren Wert nicht ändern, wenn man die Spannungskomponenten für 
irgend ein zweites Achsenkreuz in sie einführt. Die eine ist die Summe der drei Normal- 
spannungen 6,—+ 6, + 0,, die zweite besteht aus der Summe der drei Ausdrücke von der 
Form (6,06, — r,?), die dritte ist die Determinante dritter Ordnung, die in bekannter Weise 
aus den sechs Spannupgsgrößen gebildet werden kann. Natürlich ist auch jede Funktion 
dieser drei Invarianten Jı, J,, Js wieder eine (abgeleitete) Invariante. Wie bekannt, liefern 
die drei J auch die kubische Gleichung, deren Wurzeln die drei Hauptspannungen sind, 
0 — Jı0?+J30— Js —=0, so daß man weiterhin sagen kann: Jede symmetrische (d.h. 
von der Nummerierung der Variablen unabhängige) Funktion der drei Hauptspannungen 
6), 09, 63 ist eine Invariante. Will man nun den Funktionenkreis auf solche Funktionen 
beschränken, die bei Hinzufügung einer allseits gleichen Spannung p unverändert bleiben, so 
verringert sich die Zahl der unabhängigen Invarianten auf zwei. Die eine ist 7=J, —!/; Jı?, 


und das ist bis auf den Faktor — '/; gleich dem Ausdruck (4). Die andere entsteht, indem 
man von der Determinante J; den Ausdruck '/s3 Jı (Ja — ?'s Jı) abzieht, wobei man erhält: 
G=2rTr1T,r +!" (0. +0, — 2 0,)[(e, — 0.) +97) + ...+.... . (6). 


Jede Funktion von Z' und @ gleich einer Konstanten gesetzt, liefert eine mögliche Fließ- 
bedingung des isotropen Körpers, und zugleich ist dies der allgemeinste überhaupt mög- 


I) W. Lode, diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 142 bis 144 und Zeitschr. f. Phys. Bd. 36 (1926), 
S, 913 bis 939. 


F. Schleicher, diese Zeitschr. Bd. 6 (1926), S. 199 bis 216. 
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liche Ansatz. Man kann ihm eine andere, in manchen Fällen vorteilhaftere Gestalt geben, 
indem man die drei »Hauptschubspannungen« 7ı, 7;, 7; einführt: 
03 — 03 01 — 03 02 — 07 m 
Be u 


au = . j Tg = - ; 5. =» = f 


deren Summe identisch Null ist. Da die drei z nur von den Differenzen der 0 abhängen, 
andrerseits die drei o bis auf eine additive Konstante vollständig bestimmen, gilt auch: 
Die allgemeinste Fließbedingung des isotropen Körpers wird geliefert durch irgend eine 
Funktion von 7ı, ?7s, 7;, deren Wert von der Nummerierung der Hauptachsen 
unabhängig ist. Eine solche Funktion (und zwar die einzige zweiten Grades) ist die 
(Juadratsumme 7,?+ 7,° + 73°, die bis auf einen Zahlenfaktor mit (4) übereinstimmt. Als 
andern speziellen Fall kennen wir die Guest-Mohrsche Bedingung 7,.x — konst., bei 
der als Fließfunktion der größte Betrag der drei Hauptschubspannungen 7ı, 73, 7; auftritt. 

Bei kristallinischen Körpern hat die Forderung 2 für die Fließbedingung nur eine 
viel schwächere Wirkung, da lediglich Invarianz gegenüber endlich viel Drehungen des 
Koordinatenkreuzes verlangt wird. Dies hat zur Folge, daß es statt der drei Invarianten 
des isotropen Körpers hier sechs voneinander unabhängige Spannungsfunktionen gibt, 
die bei den zulässigen Drehungen unverändert bleiben, und daher fünf unabhängige Funk- 
tionen, die auch der Bedingung 1, Invarianz gegen Zufügung eines Kugeltensors, genügen. 
Im Falle des triklinen Systems, bei dem, wie wir schon gesehen haben, die Bedingung 2 
leerläuft, lassen sich die fünf Funktionen ohne weiters angeben. Es sind die drei Schub- 
spannungen 7,, 7,, 7, und zwei Differenzen der Normalspannungen, etwa 0, — 0, und 
o.— 6, (die dritte Differenz ist dann schon ableitbar). Jede beliebige Funktion dieser 
fünf Größen liefert eine mögliche Fließbedingung eines triklinen Kristalle. Wie sich die 
Bedingungen bei anderen Kristallsystemen gestalten, werden wir im folgenden Abschnitt 
überlegen. Nur eine besondere Form der Fließbedingung für ein beliebiges Krystallsystem 
soll hier schon erwähnt werden. 

Sind zwei zueinander senkrechte Richtungen im Raum gegeben, so kann man für 
sie die Schubspannungskomponente bestimmen. Nimmt man etwa die beiden Richtungen 
zur &- und y-Achse eines rechtwinkligen Koordinatenkreuzes, so hat man eben 7, zu 
bereehnen, indem man entweder von der zur ®X-Richtung gehörigen Spannung die y'-Kom- 
ponente oder von der der y'-Richtung zugeordneten die X-Komponente bestimmt. Im 
allgemeinen, d. h. bei nicht triklinen Kristallen, ist 7. = konst. keine der Forderung 2 
senügende Fließbedingung. Unterwirft man aber das gegebene Achsenpaar allen jenen 
Drehungen, die den Symmetrie-Eigenschaften des Kristalls entsprechen, bildet für jede 
lage des Achsenpaares die Schubspannung und bezeichnet den größten Betrag der so 
sebildeten Größen mit ax, 8O ISt Tax — Konst. tatsächlich eine Fließbedingung, die beide 
Forderungen 1 und 2 erfüllt. Denn keine Schubspannung ändert sich, wenn man den 
Spannungszustand um einen hydrostatischen Druck verändert und eine zulässige Drehung 
des Koordinatensystems verändert 7,., auch nicht. Man sieht, daß die Bedingung im 
"alle des isotropen Körpers, wo alle Drehungen zulässig sind, in die Guest-Mohrsche 
Hypothese übergeht. Wir wolien sie im kristallinischen Fall als die »verallgemeinerte 
Schubspannungsbedingung« bezeichnen. Zu ihrem analytischen Ausdruck gelangt man 
wie folgt. 

Ein ausgezeichnetes Achsenpaar möge mit den drei Hauptspannungsrichtungen die 
Winkel «,, «@, @ und fı, Pa, P bilden. Dann ist die zugehörige Schubspannung 

7 = 01 008 &ı cos ßı + 03 C08 & COS fa + 03 C05 3 C08Y3 . » . . (8), 
wobei 
coS & C08 Pı +08 43 c08 fa + cos cs —=0. . 2» 2.2.68. 
Man läßt nun die «, 2 alle Werte durchlaufen, die kristallographisch gleichwertigen Lagen 
des ursprünglichen Achsenpaares entsprechen und bezeichnet mit 7,..x den größten Betrag 
der Ausdrücke (8). Dann ist 
ee ee ae 


die »verallgemeinerte Schubspannungsbedingunge. 


2. Spezialisierung für bestimmte Kristallsymmeitrien. Der allgemeine Aus- 
druck (3) wird, wie schon erwähnt, bedeutend vereinfacht, wenn es sich um Kristalle von 
mehr oder weniger weitgehender Symmetrie handelt und wir unsere Forderung 2. be- 
rücksichtigen. Um diese Vereinfachung und die analogen Ueberlegungen für alle anderen 
"ließbedingungen durchzuführen, brauchen wir das Formelsystem, durch das sich die 
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neue Achsen transformieren. In dem unten folgenden Schema (10) steht der Klammeraus- 
druck (yz) für den cos des Winkels zwischen der alten y- und der neuen z-Achse, (z 
für den cos des Winkels zwischen der alten 2- und der neuen y-Achse usf. Die in der 
ersten Zeile stehenden Ausdrücke geben die Koeffizienten der alten Komponenten o,, 0, 
.. 7, in der Formel für die reue Komponente o,, usf. 

















Gl. (10). 
0; 0 0; 7 7 Ts 
0," ra)“ yr' zr)° 2. (ya) (ze 2.(ze) (2x 2 .(2x) (ya 
e, (2 ,° (yy)* y)° 2. (yy)(zy) 2 .ley) (ey 2» ey) (yy' 
O0; 22)° yz')‘ (22 )° 2 .(yz)(zz 2. (zei) (a: 2. (ar) (yr’) 
Ta ry ! l/ zy 2 U2 [7 nz 2 ru zu 2 yy ry' 2 
u (a2) (ea (yx yx zz) (zr' va)(22) + (yz) (zw) 2) (2:) + (22) (2 va (y »') + (rz’ (4x) 
ts | (ae) (ey 2 )(yy) ex, (zy) yy)(zxX) + (ya) 'zy' zyi(aı z2’)(ay) (ey) ya’ + (aa) (yy') 
ei Dreht man beispielsweise das Achsenkreuz um die z Achse 
| durch 00°, so daß die «'-Achse mit der ,-Achse zusammen- 
fällt (Abb. I), so hat man (yx)= (zz) , (zy)= |, 
r’ alle anderen cos gleich 0. Das vorstehende Schema (10 
5 Ber BE, ergibt dann 
„ Pe \ 6 Mi. G Bi. EA 
Bun ABER . X (11a). 
7. : hr ut, F r, 
\bb 1. Beträgt der Drehwinkel 180°, so erhält man in der 
gleichen Weise 
‚ 6 0 Bi A, 7 7 Pu 7 7 ER (11b). 


, , 2 ’ y / , 


Dieselbe Transformation entspricht einer Spiegelung an der «@y-Ebene, d. h. einer Ver- 
tauschung der positiven mit der negativen z-Richtung. Bei einem Drehwinkel von 60 





oder 120° hat man für die Richtungs cos die Werte /s, = VaV3 usf, und die Um- 
rechnungsformeln lauten: 
1 3 v» l v3 
a) (5 43 r4 OÖ (5 + 6 4 6 O 
2 | 2 
(11e). 
| ) | ) 1 . l 1 
7 7 Ä (, Zi 7 (9, — 6 T. 
) y) 4 2 > = 9 . 





Das obere Zeichen gilt für 60°, das untere für 120° Drehwinpkel. Diese Formeln reichen 


für die Behandlung des regulären (tesseralen) und des hexagonalen Systems aus. 


a) Reguläres System (Steinsalz, Kupfer, Aluminium, Eisen). Das reguläre 


Kristallsvstem besitzt drei zueinander senkrechte, eindeutig ausgezeichnete Achsen, die 
miteinander beliebig vertauschbar sind. Zulässige Drehungen, die den Ausdruck (3) oder 
allgemeiner die Fließfunktion unverändert lassen müssen, sind also alle Drehungen um 
eine der drei Achsen durch 90° oder 180°, Führen wir zunächst eine Drehung um die 
z-Achse durch 180° (oder eine Spiegelung an der &y-Ebene) nach (11b) aus, so kehren 
in dem Ausdruck (3) diejenigen Glieder, die 7, oder 7, in der ersten Potenz enthalten, 
ihre Vorzeichen um. Die Invarianz von (3) erfordert also, daß die Koeffizienten dieser 
Glieder, d. Ss. Ay4, Arsı, Ass, Kıs, Ass und As,, verschwinden. Dreht man um die x- oder 
y-Achse, so kommen noch die Bedingungen As = ka = kı,; = 0 hinzu. Der Ausdruck (3) 
vereinfacht sich also schon auf die ersten drei und die letzten drei Summanden allein. 
Bei einer Drehung um die 2-Achse durch 90° vertauschen sich nach (11a) die Ausdrücke 
(7, 0,)’ und (s 0.)”, ebenso 7,° und r,’. Es muß daher ky; = %k,;ı und X, —=k;; sein. 
Drehung um die y-Achse führt dann in derselben Weise zu Ars — ky; und ku = kss. 
Weitere Einschränkungen finden sich nicht. Das Ergebnis ist also, daß es überhaupt 
nur zwei verschiedene Koeffizienten geben kann, einen für die Quadrate der Differenzen 
der Normalspannungen und einen für die Quadrate der Schubspannungen. Der quadra- 


tische Ausdruck (3) für das reguläre Kristallsystem nimmt somit, wenn wir % für — ku :kıa 
und Äı: — 2? setzen, die Form an: 


F —— (5 — 6 . ! (0 . 0 . — \ T, — Ö, > T 7 7 . + 7 = + A, . . . \ | 2) . 
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Von dem Ansatz (4) für isotrope Körper unterscheidet sich der neue nur dadurch, daß 
an die Stelle des Zahlenfaktors 6 eine Materialkonstante x!) getreten ist. Bei Einführung 
der »Hauptschubspannungen« 7,, 7,, 7; nach (7) geht bekanntlich (4) über in 4 (n’+ nr; 
+ 73°). „ Daher läßt sich der Ausdruck (12) auch in den beiden Formen: 

= . 9\ 6—ı Ar u Er 

u. 7?’ + 9n’+73?°+ E (m, 0)? + (6, 0,)°’ + (6 0,)°| 

4 (n’+ 79°’ 73°) + (# I DET 2 2ER | |: 4 
schreiben. 

Stellen wir uns jetzt die weitere Aufgabe, für das reguläre System fünf wunab- 
hängige Spannungsgrößen aufzusuchen, durch die sich jede den Forderungen 1 und 2 
senügende Funktion darstellen läßt, so finden wir zwei von ihnen schon in den beiden 
Bestandteilen von F': 


Jı = (6 0,)” + (0, — 0,)’+ (0, — 6,)”, JJ=-T'+7T°’ + 7‘ i (13a) 


Jeder dieser Ausdrücke für sich bleibt ungeändert bei Hinzufügung eines Kugeltensors 
und bei Drehungen durch 90° oder 180° usf. um eine der Koordinatenachsen — was ja 
unmittelbar aus der Willkürlichkeit von x in (12) hervorgeht. Weitere Ausdrücke zweiten 
Grades kann es nach den Ueberlegungen, die zur Feststellung von Z’in (12) geführt 
haben, nicht geben. Es liegt aber nahe, das gleiche Ausscheidungsverfahren auf die 
allgemeine Form dritten Grades anzuwenden, d.h. die Bedingungen zu ermitteln, denen 
die Koeffizienten einer solchen Form genügen müssen, damit die Forderungen 1 und 2 
erfüllt werden. Die Rechnung, die an sich sehr umständlich sein kann, gestaltet sich 
einfach, wenn man es zunächst mit den einzelnen Bestandteilen des Ausdruckes G@ ver 
sucht, der in (6) als Invariante dritten Grades gegen alle Drehungen und gegen Hinzu- 
fügung eines Kugeltensors gefunden wurde In der Tat zeigt sich, daß jede der 
Funktionen 
J3: (0, 6,)° 1 (6, ra 9 0.) J=[1t,T,7T ) ! (13b 
J=(0,+0,— 20, n,°+ (0, + 6, 20,) 7, +(09,+ 0 20,) 7,95 er 

den beiden Forderungen genügt, wenn man sie, abgesehen von der Addition eines p zu 
den drei 0, den durch (11a) und (11b) bestimmten Transformationen (und den analogen 
für die anderen Achsrichtungen) unterwirft. Da man leicht erkennt, daß die fünf Aus- 
drücke (13a) und (13b) voneinander funktional unabhängig sind (eine nicht verschwin- 
dende Funktionaldeterminante besitzen), es ferner, wie wir wissen, nicht mehr als fünf 
unabhängige Invarianten geben kann, so haben wir mit (13a) und (13b) die Aufzählung 
bereits geleistet. Die allgemeinste Fließbedingung für einen regulär kristallisierenden 
Körper erhält man durch Konstantsetzen einer beliebigen Funktion von Jı bis J;. 

Eine spezielle Fließbedingung, die die Form der 
verallgemeinerten Schubspannungshypothese besitzt, und 
die man bequemer nicht auf die Invarianten (13a) und 
|3b) zurückführt, ist für .ge- 
wisse reguläre Kristalle wie folgt ; 
formuliert worden. Man betrach- YA 
tet als ausgezeichnete Achsen- 
paare die Verbindung einer 
Würfeldiagonale« (Vektor vom 
Nullpunkt nach einem der Pankte 
mit den Koordinaten -- 1, — 1, 

1) und einer dazu senkrechten 
lächendiagonale« (in einer 
Koordinatenebene liegendes 1,9t 
zur Würfeldiagonale [Abb. 2]). 
Ks gibt im ganzen zwölf solcher Abb. 2. Abb. 3. 
Paare, die, wenn man sie durch 
die Koordinaten auf ihnen liegender Punkte kennzeichnet, folgende Zusammenstellung 
ergeben: 
11 1/11 1ıjJı ı1lJlıı-1lı1-111 1-|/1—-11|1— 1/1—11|—1ı 1|—-111 111 
I—-1j10-1j1—10|01 1j10 1j1-—1 0)j0 1ı1|1 0—1|j1 10| 01—1 101 110 





l) »Konstante« im Sinne der Mechanik, die natürlich noch von Temperatur usf. abhängen kann, 


Pa 














. n u "ER Ztschr. f. angew. 
168 v. Mises, Mechanik der plastischen Formänderung von Kristallen Math. und Mech. 


Je zwei untereinander stehende Richtungen (deren Richtungscosinus sich aus den ange- 


schriebenen Zahlen darch Division mit V 3 bzw. ) 2 ergeben) stehen aufeinander senk- 
recht. Das erste der zwölf Paare ist in Abb. 2 angegeben, alle zwölf sind in Abb. 3 an- 
gedeutet. Unterwirft man eines der Achsenpaare allen Drehungen und Spiegelungen, die 
das reguläre System gestattet, so erhält man die elf übrigen. Die Gesamtheit der zwölf 
Paare bildet mithin eine für das Kristallsystem invariante Gruppe Die absolut größte 
der zwölf Schubspannungskomponenten gleich einer Konstanten gesetzt, ergibt eine mög- 
liche Fließbedingung. 

Eine andere Schubspannungshypothese betrachtet als aurgezeichnete Paare die vier 
Würfeldiagonalen, die in der ersten Zeile des obenstehenden Schemas angeführt wurden, 
in Verbindung mit irgend einer zu der Diagonale senkrechten Richtung. Auch diese 
Gesamtheit ist invariant, d.h. sie enthält sämtliche aus einem belie- 
bigen Paar durch zulässige Drehungen und Spiegelungen hervor- 
gehenden Paare. Wir kommen auf die formelmäßige Darstellung der 
beiden Schubspannungshypothesen in Abschn. 4 zurück. 


b) Hexagonales System (Kadmium, Zink). Das hexagonale 
Kristallsystem besitzt die Symmetrieverhältnisse eines geraden Prismas, 
dessen Querschnitt ein regelmäßiges Sechseck ist (Abb. 4). Nehmen 
wir die Prismenachse zur z-Achse, so sind zulässig nur Drehungen 





























I |— um die z-Achse, und zwar durch 60°, 120°, 180°. 

Fe Für die Invarianz des quadratischen Ausdrucks (3) haben wir 
nun zunächst, zufolge der Drehung durch 180°, wie oben die Bedin- 
gungen kA, =ky ek; =k;: =ks —=ksa—=0. Um die Drehungen durch 

Abb. 4. 60° und 120° zu berücksichtigen, setzen wir 0, — 0, —P,, 0,— 0 
0,, so daß 0, — 0,—=P, — E,. Mit diesen Abkürzungen lautet (3): 
2 F= — (kıa + kıs) 0.° — (kıa + Kos) 08? + 2 Kı2 0,0, + 2 Ks 0, + 2 Ks 7.0, + kos 73? 


+ (kırz? +2 ks Tr, +ks; rt”). 
Bei einer Drehung durch 60° oder 120° transformieren sich nach (11c) die drei letzten, 
in einer Klammer zusammengefaßten Glieder für sich allein, da 7, und 7, nur von 7, 
und 7, abhängen. Die Invarianz ist erreicht, wenn kA, =k;; und k,; = 0 gesetzt wird, 
da aus der vierten und fünften der Formeln (11e) sofort folgt, daß 7,’ + 7’ —r?’+7?. 
Die erste, zweite und letzte der Formeln (!1c) verwandeln wir durch Einführung der o 
in die foleenden: 

1 3 > 3 1 v3 v3 ‚3 1 


, m ) | T. I — n_-4 v, —. p ge — -- ). + 0, — T Ild). 
0 N + FL, J ‚| ( N r >, 1 9 , 1 | ( - 4 nu > " ( a 
Diese Werte muß man an Stelle von 0, o,' 7, oben in 2F einführen und die Bedingungen 
dafür aufstellen, daß die neuen Koeffizienten der sechs Glieder o,’, E,°... 7,’ mit den 


alten übereinstimmen. Man schließt leicht aus Symmetriegründen, daß sich hierbei 
ke=ks=0, kı =k:; 
ergeben wird. In der Tat lautet unter dieser Voraussetzung die Bedingung dafür, daß 
der Koeifizient von 0,” unverändert bleibt, 
— (ku-+ kı3) — — 19/6 (kıa -)- kı3) + so kıa + chi, d.i.ks= —Akız — 2kız ’ 
und alle anderen fünf Bedingungen werden mit dieser gleichlautend. Demnach reduziert 


sich F, ebenso wie in den früheren Fällen, auf die sechs rein quadratischen Glieder, 
nur daß jetzt vier verschiedene Koeflizienten auftreten, nämlich Xıs, Ars =kıs, Kı =ks; 


und Ks: = — 4kı > Kız. Denken wir uns 2 F durch —kız dividiert und setzen wir 
Kı9 } Kos 
12 i; un -%, an —41+2, 
Kız kı3 kıa 
so erhalten wir die (juadratische Fließfunktion des hexagonalen Kristallsystems in der Gestalt: 
F= (0: 0,)° + (0, 0.” +4(o, — 0)’ + (+7) HAI +2)? .(1 ). 


Der Eintritt des Fließzustandes (Z= konst.) hängt also hier von drei Materialzahlen, 
#, 4 und der Konstanten rechts, ab. 

Es sei hier noch angemerkt, daß man aus (12) und (14) die quadratische Fließ- 
bedingung für isotrope Körper zwangläufig gewinnt. Für diese Körper sind alle Drehungen 
des Achsenkreuzes zulässig, sowohl die durch 90° wie die durch 60° oder 120° Daher 
muß der gesuchte Ausdruck sowohl die Form (12) wie die Form (14) aufweisen, also muß 


,=1, 4 2—=H, 
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demnach #—= 6 sein. Es entsteht so wieder die in Abschn. 1 bereits angegebene Fließ- 
bedingung (4). Denn daß (4) gegen jede Drehung invariant ist, daß also keine weiteren, 
Bedingungen zu erfüllen sind, folgt aus der ebenfalls schon mitgeteilten Identität (12') 


Ein vollständiges System von Invarianten für das hexagonale Kristallsystem her- 
zuleiten, ist uns so leichter, als die hier auftretenden Transformationsformeln, wie schon 
orwäht, in zwei unabhängige Gruppen zerfallen. Die eine besteht aus der fünften und 
sechsten der G]. (11ec) und enthält nur die Schubkomponenten 7,, 7,; die andere wird durch 
lie eben verwendete Gl. (11d) für die Variablen vo, o, und z, dargestellt. Man entnimmt 
diesen letzten Gleichungen unmittelbar, daß 0.+0,=0,—+0,, hat also zunächst die 
ineare Invariante 0. + p,, also 

"BE 2 #5 4 SE 7 Fe EEE (15a). 


Drei quadratische Invarianten folgen, genau wie früher, aus (14), indem man nach 
ien einzelnen Koeffizienten 1, x, 4 zerlegt: 


F == x 0,)? + (6, De 0,)° + 2 A J3 SEN (9, DE 0,)° + 4 A J; == A + A (15 b). 


Wir haben so vier Invarianten, von denen die ersten drei aus den Variablen o,, e,, 7, 
ınd nur die vierte aus 7,, 7, gebildet ist. Mithin ist die letzte, die wir noch zu suchen 
haben, eine Funktion von 7,, 7,. Es muß eine symmetrische Funktion und wegen (11b) 
eine gerade sein. Man kann sie, nach einem bekannten allgemeinen Verfahren, finden, 
indem man eine beliebige Funktion /(7, 7,) ansetzt, sie der Reihe nach allen Transformationen 
unterwirft und die Werte addiert. Hier genügt es, wenn wir f als gerade Funktion 
annehmen, f(z,?r,)+f(r.,r/)+f(r.',r,') zu bilden, wobei z.', r, die mit den oberen, 
.', r,’ die mit den unteren Vorzeichen in (11c) berechneten Transformierten bezeichnen. 
Führt man dies mit der Annahme / — r,’r,?’ durch, so gelangt man zu (7,? + r,?)?, also zu 
nichts neuem. Dagegen führt der Ansatz f—?.'r,’ zum Ziel, man erhält als fünfte In- 
variante eine solche vom sechsten Grad: 


Auer.’ - ui. (15e). 
Damit ist das Invariantensystem abgeschlossen. 

Eine Fließbedingung vom Schubspannungsiypus läßt sich für das hexagonale System 
in der Form aufstellen, daß als ausgezeichnete Achsenpaare alle Rechtwinkelkreuze mit 
der z-Achse als einem Schenkel gelten. Bildet der zweite Schenkel mit der x-Achse den 
Winkel «, so hat man also das Maximum von (7, sin «+ 7,cos «)? gleich einer Konstanten 
zu setzen. Dieses Maximum ist aber 7,’—+-7,’, also unsere Invariante J,. Es liegt hier 
ein Fall vor, in dem die Schubspannungshypothese mit der Annahme einer speziellen 
‚uadratischen Form [= ® in (22)] als Fließfunktion zusammenfällt. Wir werden später 
sehen, daß diese Annahme noch etwas zu eng ist und zur Anpassung an die Beobachtungen 


einer gewissen Ergänzung bedarf. 


3. Formänderungs- und Gestaltänderungsenergie elastischer Körper. Wir 
unterbrechen für einen Augenblick unsere Untersuchung der Plastizität, um einen oft ins 
Ange gefaßten Zusammenhang zwischen Fließbedingung und elastischer Arbeit zu unter- 
suchen und auf seine richtige Bedeutung zurückzuführen. 

Ein elastischer Körper ist bekanntlich dadurch definiert, daß zwischen Spannung 
und Deformation eine eindeutige Zuordnung besteht, die man gewöhnlich als eine lineare 
annimmt. Unter dieser (und nur unter dieser) Voraussetzung ist die bei der Formänderung 
pro Volumeinheit geleistete Arbeit gleich dem halben skalaren Produkt von Spannungs- 
und Deformationstensor, also auch gleich einem homogenen «quadratischen Ausdruck in 
den sechs Spannungs- oder in den sechs Deformationskomponenten. Analog (1) kann 
laher für die elastische Arbeit gesetzt werden: 





A — 1 (sıı A + 522 6, + os 2 RR A + Sı2 0; 9, Hr... 14 0: T, 2 +86 7,7 (16). 
Dabei sind natürlich auch die Koeffizienten s der Bedingung unterworfen, daß A seinen 
Weıt beibehalten muß, wenn man die 6,...r. nach (10) durch solche 9,,...r,, ersetzt, 


ie sich auf ein zulässiges (kristallographisch gleichwertiges) Achsenkreuz beziehen. Für 
sotrope Körper muß der Ausdruck (16) gegenüber jeder Drehung invariant sein. Nun 
'ıbt es für die Spannungen (wie für jeden symmetrischen Tensor) nur eine lineare In- 
ariante, nämlich die Summe 6, + 0, -+ 0, und nur eine quadratische, nämlich die rechte 
‚eite von (4) und (12). Daher muß A für isotrope Körper die Form haben: 


= ',a(0,+0,+0,)’+'!hP ((#, — 0,)”’ + (6, — 6,)” + (0, — 0,)’+6 6 +7,’ 7,°)] (17), 
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und kann somit nur von zwei unabhängigen Konstanten «, 5 abhängen. In der üblichen 
Bezeichnung: ( — Gleitmodul, m = Poissonsche Konstante, hat man, wie bekannt: 
m 2 1 ı 1 


Fe u a Pe 
h (m + 1 (r ı (1 


Man pflegt häufig den ersten, von «& abhängigen Bestandteil der Formänderungsarbeit die 
auf Volum- oder Diehteänderung verbrauchte Arbeit, den zweiten, von ß abhängigen 
Teil, den wir mit A; bezeichnen wollen, die Gestaltänderungsarbeit zu nennen. Dem 
liegt die Bemerkung zugrunde, daß bei einer Formänderung, die in einer allseits gleichen 
Dehnung (Aehnlichkeitstransformation) besteht, A. verschwindet, während bei einer volum 
beständigen Deformation der erste Teil von A gleich null wird. 

Beltrami hat 1885 ') die Vermutung ausgesprochen, daß die Größe A ein Maß der 
»Beanspruchung« in einem Punkte eines isotropen elastischen Körpers sei und daß bei 
einem bestimmten Wert von A die Bruchgefahr eintritt. Hr. T. Huber hat nach einer Mit- 
teilung von Hrn. A.Föpp!1’) (1924) ineiner polnischen Abhandlung von 1904 die Beltramische 
Hypothese dahin modifiziert, daß nur im Falle eines mittleren Zuges, also bei 0,-+ 0, 
+ 0, > 0 der Wert von A, hingegen bei 0, —+- 0, + 0 0 der Wert von 4, für den Eintritt 
der Bruchgefahr maßgebend sein soll. Daran, daß A = konst. bzw. A«. = konst. die 
während des Fließens des festen Körpers dauernd bestehende Spannungsbedingung sein 
soll, haben wohl beide Autoren nicht gedacht. Aber selbst wenn man von diesem Unter- 
schied absieht und Bruchgrenze mit Elastizitätsgrenze gleichsetzt, stimmt weder der 
Beltramische noch der Hubersche Ansatz (der ja teilweise mit dem Beltramischen 
zusammenfällt) mit dem von mir 1913 gegebenen, der nach (4) und (17) in der Form 

As; = konst. für alle (0, —+ 0, —+ 6,) 

geschrieben werden kann, inhaltlich überein. Gerade bei den im folgenden vorwiegend 
in Frage kommenden reinen Zugversuchen würde der Hubersche Standpunkt zu ganz 
abweichenden Ergebnissen führen. Neuerdings findet man oft Verwechslungen zwischen 
meiner Fließbedingung von 1913 und der Bedingung von Huber‘). Der schon in 1 er- 
wähnte spätere Ansatz von Hrn. Schleicher und mir, wonach 4, eine Funktion von 
(6, +0, +-6,) sein soll, umfaßt sowohl den Beltramischen wie den Huberschen, wie 
auch meinen urprünglichen, als spezielle Fälle. 

Es entsteht nun die Frage, wie man den Gedanken der Abspaltung einer reinen 
»Gestaltänderungsenergie« auf kristallinische Körper übertragen kann. Umsiezu beantworten, 
wollen wir den Spannungstensor mit den Komponenten 6,...7. zur Abkürzung mit % 
bezeichnen und den Deformationstensor, dessen Komponenten die Dehnungen &,, &,, €; 
und die halben Winkeländerungen '/sy;., "/aY, '/sy; sind, mit D. Die Formänderungs- 
arbeit ist dann das halbe skalare Produkt dieser beiden T'ensoren, definiert durch 

A BD, + 0,, +. te tt ty] tn 


Der früher angeführte Ausdruck (16) folgt aus dieser Definition, wenn man die lineare 
Spannungs-Zerrungs-Beziehung in der Form ansetzt: 
€ == 9ıı Ö rt 1% Ö, — $ı3 Ö, -+- S14 T — 15 T, } S1ı fe 


€, = $3ı 0, + 8,3 0, + Di ae ee Soc ? 
: r ; “ 119) 





Ya SEEr NS; 1 OÖ +- 5; 2 Ö, + . 66 f 


wobei sx = su gilt. Wir stellen nun die Aufgabe, ® und D in zwei einander ent- 
sprechende Teile zu zerlegen, so daß mit 


\ y/ yr} FE 1 —ı 
DL u pt + pt N = -) — .] 













die Komponenten :&...'/syr. von ©’ sich aus den Komponenten 6,...r. von W nach 
(19) rechnen und ebenso die &”...",y." aus den ®.'...r.'. Ferner verlangen wir, daß 
D eine volumbeständige Deformation sei, also &, +8, +8 =0, und schließlich, daß 





on IN) 2 1 (ir AN! 
Q | 


die gesamte Arbeit A in die beiden Bestandteile ',; PU + ” ®" zerfallen soll. Da, 
wie aus der Definition (18) unmittelbar hervorgeht, für das skalare Produkt zweier l’ensoren 
das distributive Gesetz gilt, so hat man zunächst 


\ u z yr in — | Foo #7 Yr —ı Nr —1] gr)! Fr 09 - on 7a, 
+) ‚ BEN \ . 13 FEEREER \ \ \ y % u 0 N N % 2 oe % e % 
- A — I af En ot + N J \r + mw nn ’ m m ) > T \ Ri ei; ) ne $) 
























) Beltrami, opere matem. t IV Mailand 1920, S. 180—189. 
*) A.u.L. Föppl, Drang und Zwang, Bd. 1, S. 50. München und Berlin 1924. 
») Z. B. bei A. Nädai, Der bildsame Zustand der Werkstoffe, Berlin 1927, S. 49. 
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ınd die letzte der gestellten Forderungen besagt, daß der Klammerausdruck rechts ver- 
schwinden muß. Die beiden Summanden in der Klammer sind aber gleich groß: Denn 
man erhält den ersten, indem man die Gl. (19) für die zweimal gestrichenen Größen 
angeschrieben denkt und dann der Reihe nach mit o,, 6, ...7, multipliziert und addiert: 


- 


VD’ — su 0,0’ + Ss (0, 0! +0."0,)+..., 
ınd ganz analog entsteht der andere Summand, indem (19) für die einfach gestrichenen 
Größen angesetzt und dann mit den zweimal gestrichenen multipliziert wird: 
PB’ DD’ — sı 6, 0, +81 (0) 0," + 0,0) +... 

Die Gleichheit der beiden Ausdrücke (die natürlich auf der Bedingung sı. = su. beruht), 
st so unmittelbar ersichtlich; dem mit der Tensorrechnung Vertrauten erscheint sie als 
eine Folgerung aus einfachen Rechenregeln. 

Wir haben jetzt dafür zu sorgen, daß PD’ = 0 wird. Schreiben wir das Produkt 
in der Form (15) 

I Sy% 6, ee 6, a + a e + F E t 7, I u 5 E 2 

und beachten, daß &, +:,'+&"= (0, so sehen wir, daß dann der Ausdruck verschwindet, 
wenn ® ein hydrostatischer Druck ist, d. h. 0.’ —=0,)= 0. und 7/=7/—=r.’—=0. Auch ist dies 
der einzige Fall, für den das Verschwinden des Arbeitsausdruckes allein aus &," +8," +8; —0 
folgt. Damit haben wir die entscheidende Vorschrift für die Zerlegung gewonnen: Der 
Spannungstensor ist so zu spalten, daß der erste Teil ein allseits gleicher Druck oder Zug 
ist und dem zweiten Teil eine volumbeständige Deformation entspricht'),. Dagegen be- 
stehen im allgemeinen nicht die bei isotropen Körpern gültigen Eigenschaften, daß der 
zweite Spannungsbestandteil den Mitteldruck Null besitzt und daß dem ersten eine De- 
formation ohne Gestaltsänderung entspricht. Man kann daher von einer eigentlichen 
Zerlegung in Volum- und Gestaltänderungsarbeit nicht mehr sprechen, höchstens von einer 
Abspaltung der Gestaltänderungsarbeit, die in keiner anderen Weise möglich ist. 

Um die Abspaltung auszuführen, berechnen wir zunächst die Komponenten des 
)eformationstensors ©’, der einer allseits gleichen Zugspannung von der Größe p ent- 
sprechen möge. Aus (19) folgt 


e, =p (sıı + 813 + Sı3) y % =p (Sıı + 822 + 82 ‚) ’ & p (s3: + 533 -+ $33) 
ge p (sıı +s3 +8), =» (Ssı + 853 + 853) , % =p(soı + S62 + 863). 
Dabei muß p so bestimmt werden, daß 
+) +, =, +8, +&=e, 
1 ’ 


weil nur dadurch die Erfüllung von &, +,’ —+: 0 gewährleistet wird. Den Wert der 
Dilatation e erhält man durch Addieren der ersten drei Gl. (19): 


e—=0,($sıı + Sa + $13) +0, (82:1 +83 +83) +: . . Tr. ($0ı + So2 + 863) 
und danach p durch Addition der Ausdrücke für &, &/, &, 
de 
811 + 822 + 833 + 2 (8193 + 893 + 831 


Das skalare Produkt ® D’ ist nach (15) gleich 
PV’=-py(! +, +&)=pe= 
sıı + 822 + 833 + 2 (819 + 833 + 831) 
Zieht man die Hälfte dieses Produktes von A ab, so erhält man die gesuchte Gestalt- 
änderungsarbeit 


| \ (9. y £ 12 
ah 1 [02 (sıı + Sı2 + 813) +.» . Ta (861 + 869 + 863)] Yon) 
ig —— 20). 


2 811 + 822 + 833 + 2 (sıa + 823 + 831) 


a) 


Selbstverständlich erscheinen sowohl '/,; W OD wie A, als quadratische Formen in den 
.t.. Bezeichnet man ihre Koeffizienten mit sı. bzw. $ı. , so lehrt (20), daß 


iss 
BD 
—_— SYU.U 
! ?, 4 „ ' ' 
Sıy = 3 und dx =dıx Sıx . . . . . (20 ) 
3 Du 
IM 


!) Diese Zerlegungsvorschrift hat unabhängig von mir Hr. A. Reuß in Budapest gefunden und 
ir in einem Brief im Dezember 1927 mitgeteilt. Weitere Ausführungen von Hrn. Reuß sollen später 
ier veröffentlicht werden. 
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Hieraus ergibt sich eine bemerkenswerte Eigenschaft von As. AÄddiert man nämlich dre; 


Koeffizienten s: 1 + 59’ -+ 5.3, so hat man rechts im Zähler die dreifache Summe 


BR Ku 1. 
> N j Sy u R> Sr) R Sy u 
%A,p A u. u 
zu bilden. Hier ist aber der zweite Faktor gleich dem Nenner, woraus folgt 
Ni n + Sı 2 - 5ı 3 -S1ı 2 + 9ı3 , daher Sı er 5 MW — Sı a" = U) 
für ı 1,2...6. Diese Gleichungen für die s.„" stimmen aber genau überein mit den 


zu Beginn von Abschn 1 für die Koeffizienten kx von F gefundenen Bedingungen und 
daraus folgt: Die Gestaltänderungsarbeit A; ist eine quadratische Form der Spannungs- 
komponenten, die der im Abschn. 1 aufgestellten Forderung 1 genügt. Ihr allgemeiner 
Ausdruck, der 15 willkürliche Konstante enthält, ist genau analog (3): 


m 2 


A. —— 1 3 [sı3 (6, - Ö, : — 523 (6, Ö,; 7 831 (9, Ö, ] | 
T, [s24” 6 0,) + S34, (6, — 0,)|—..: a ö | (21), 
„ f u 2) R „ 7 „ y 
4 45 E.* ve sa. —+- ... —- l/, ($ı; u > Bi5 fu Sc 7 ) | 


wobei die sı..’ durch (20) mit dem ursprünglichen Koeffizienten s,„ in dem Ausdruck 
für A verknüpft sind. Naturgemäß muß A. auch der Invarianz-Forderung 2 von Abschn. 1 
genügen, so daß sich (21) je nach den Symmetrieverhältnissen in der gleichen Weise 
vereinfacht, wie es im vorangehenden Abschnitt für Z' gezeigt wurde. 

läßt sich nun behaupten, daß — wie es bei isotropen Körpern zutrifft — die in 1 ent 
wickelte, «uadratische Fließbedingung F= konst. mit der Aussage A; = konst. zusammen- 
fällt? Dies ist nicht der Fall. Bei isotropen Körpern enthält der Ausdruck für As, d.i. 
der zweite Teil von (17), nur eine einzige Materialkonstante, die als gemeinsamer Faktor 
vor die variablen Glieder tritt. Daher kann sich F von 4; nur in diesem Faktor unter 
scheiden und die Bedingungen F = konst. und Ac = Konst. besagen dasselbe. Bei Kristallen 
enthält der Ausdruck für A; mindestens zwei unabhängige Konstanten (beim regulären 
System genau zwei), deren Quotienten das Verhalten des Körpers im rein elastischen 
(rebiet bestimmen. Es ist nicht einzusehen, warum für den Ausdruck F'\, der sich allein 
auf das Fließgebiet bezieht, die gleichen Verhältniswerte maßgebend sein sollen. Die 
quadratische Fließbedingung F'= konst. ist jedenfalls insofern allgemeiner gegenüber einer 

Hypothese konstanter Gestaltänderungsarbeit«, als sie nicht voraussetzt, daß die in F' auf- 
tretenden Materialzahlen #, 7)... die für den elastischen Bereich festgestellten Werte besitzen. 

Die bisherigen Versuche an Kristallen haben gezeigt, daß selbst dort, wo man mit 
einer quadratischen Invariante als Fließbedingung auskommt, die Zahlenverhältnisse der 
Konstanten auch nicht der Größenordnung nach denjenigen entsprechen, mit denen 
man es in dem Ausdruck für die elastische Arbeit zu tun hat. Dazu kommt, daß aller 
Wahrscheinlichkeit nach wenigstens für manche kristallinische Körper Fließfunktionen von 
ganz anderm Bau Geltung haben. Daraus darf man wohl den Schluß ziehen, daß die 
Deutung meiner Fließbedingung für isotrope Körper als Hypothese von der »Kon- 
stanz der Gestaltänderungsenergie«, jedenfalls aber das Uebertragen dieser 
Auffassung auf Kristalle, sachlich nicht begründet ist. 

Dagegen werden wir im folgenden eine Auffassung kennen lernen, nach der in 
völlig anderer Weise die Fließfunktion in jedem Falle, also auch wenn sie kein quadra- 
tischer Ausdruck in den Spannungskomponenten ist, die Rolle eines »Fließpotentials« 
spielt, also in anschauliche Verknüpfung mit der Arbeitsgröße — allerdings nicht der 
elastischen, sondern der Arbeit im Fließzustand — gebracht werden kann. 


4. Die Fließbedingung für den einachsigen Spannungszustand. Fast alle 
bisherigen Versuche sind an dem einfachsten Spannungszustand, bei dem zwei der drei 
Hauptspannungen null sind, ausgeführt worden. Es ist daher zweckmäßig, ehe wir an die 
Besprechung der Versuchsergebnisse herangehen, in den Formeln der vorangegangenen Ab- 
schnitte jene Spezialisierungen vorzunehmen, die im Falle »einachsiger« Spannung eintreten. 

Besteht in einem Punkte des Körpers eine Hauptspannung von der Größe © in 
einer Richtung, die mit den Koordinatenachsen die Winkel «, 5, y einschließt, während 
die anderen Hauptspannungen verschwinden, so haben die sechs Spannungskomponenten 
nach dem Schema (10) in 2 die Werte 










u ocos?’«, 7, = 6008 P cosY 
G, == 6 c0$° P : 7, = 0C05}YCos@ . . . . . (22). 
6. —= (0 605° y h 7, = 0 008 & COS Io} | 
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Niese Ausdrücke sind in die Fließfunktion einzuführen, die damit eine Funktion von 6 
ınd «, ß, 7, also von drei unabhängig Veränderlichen wird. Beim isotropen Körper fallen 
llerdings die Winkelgrößen heraus, da ja Richtungs-Invarianz besteht, und jede Fließ- 
bedingung muß hier darauf hinauslaufen, daß o = konst. gesetzt wird. Darum kann man 
\nfschluß über die Gestalt der Fließgrenze isotroper Körper niemals durch Versuche mit 
iam einfachsten Belastungsfall erhalten. Anders bei Kristallen, wo die Art der Richtungs- 
bhängigkeit durch die Fließfunktion vorgeschrieben wird und demgemäß Gegenstand 
der experimentellen Ueberprüfung sein kann. 


a) Reguläres System. Führt man die Werte aus (22) in den quadratischen 
\usdruck (12) ein, so erhält man 
5 


Bas (cos? « — cos? PB)? + (cos? B — cos? y)? + (cos? y — cos? a)? | (93) 
+ # (cos? @ cos? ß + cos? B cos? y—+ cos? y cos’ «) | 

ınd nach einfacher Umformung, mit Rücksicht auf cos?« -+ eos?d + cos’y—1: 
-, — 2 +(# — 6) (cos’a@cos’d + cos’Pcos?’y+cos’ycos’«). . . (23). 


Bei Annahme der Fließbedingung = konst. — K* beträgt danach die zulässige Zug- 
spannung 60 in der durch «, 3, x gegebenen Zugrichtung: 
Hr 
= «TR 


V2+(% — 6) c08? «a eos? B + cos? B cos® yı+ cos“ y cos” «) 


Diese Formel ist an Versuchen nachprüfbar, sobald man genügend viel verschiedene 
Zugrichtungen erprobt hat. Von Interesse mag es sein, die Werte von 6 für die folgenden 
drei kristallinisch ausgezeichneten Richtungen festzustellen: 1. Für die Richtung einer 
Wiirfelkante (1, 0, 0), mit den Richtungseosinus cos«@=|1, co8P=c0sy=0; 2. für die 
Richtung einer Fitächendiagonale des Würfels (1, 1, 0, sog. Dodekaeder-Richtung), mit 
/ * 

cs@—=c0osß—=1:V?2, eo8y=0; 3. für die Richtung der Würfeldiagonale (1, 1, 1, 80g. 
Oktaeder-Richtung) mit cos«—=cosf=cosy=|1: V3. Einsetzen in (24) ergibt 

K 2K V 3K ( 


6] y 03 2:25 Ögz zu 


o\ 
20) 


v2 Var» Z 


und daraus die von Ä und # freie Beziehung 
4, \- 12) er 
03 03 
die in Abb. 5 dargestellt erscheint. 

Viel schwieriger zu verfolgen sind die beiden Formen der im 
Abschnitt 2 erwähnten Schubspannungshypothesen. Nennt man 
und » die Winkel, die die Zugrichtung 
nit einem ausgezeichneten Achsenpaar 10//0/ 
bildet, so muß man den Größtwert von 
'c08 $ co8 % gleich einer Konstanten %k 
setzen. Sind zunächst die zwölf S. 167 | 
ıngeführten Achsenpaare ausgezeich- 

et, so gestaltet sich die Rechnung wie 
olgt. Man kann die Betrachtung auf 
denjenigen Teil des ersten ÖOktanten | 
CS@>O, cosß>0, c0sY>0) be- RABei. Be 1/0, 977,7 
chränken, der durch die Ungleich- 
neiten 











Abb. 5. Abb. 6b. 


cos t > cosß > cosy > 0 
'ckennzeichnet wird, da man durch kristallographisch zulässige Vertauschungen der Achsen 
ede beliebige Richtung in diesen Raumteil transformieren kann. Stellt man eine Richtung 
'urch ihren Durchstoßpunkt mit der Einheitskugel und diese dann durch ihre stereogra- 
hische Projektion dar, so erscheint der herausgegrifiene Raumteil als ein sphärisches 
'reieck, begrenzt durch drei Kreisbögen (Bilder von Großkreisen der Kugel), die die 
ben hervorgehobenen drei Richtungen (Würfel-Dodekaeder- und Oktaeder-Richtungen) und 
war in unserm Fall die Richtungen 1,0,0; 1,1,0; 1,1,1, zu Eckpunkten haben (Abb. 6). 
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Das erste Paar der S. 167 aufgeführten Richtungen hat die Richtungscosinus , 
ii 22 
| | 
und 0, . Das Produkt cos y cos ) hat daher den Wert 
v2 v2 


1 
(cos @-+ cos $ + cos y) (cos ? — 08 Y). 
\ 6 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit den elf anderen, analog gebildeten, die sich nur in 
den Vorzeichen der einzelnen Summanden usf. unterscheiden, so findet man leicht durch 
Herstellen der Differenzen, daß zufolge der Ungleichheiten, die zwischen cos «&, cos ß, 
cos y vorausgesetzt wurden, der fünfte Ausdruck den größten Wert haben muß, nämlich 


B- ; 
(cos «& -+ cos ß — cos y) (cos «+ cos y) 


V6 
Sein Ueberschuß über den ersten beträgt z. B., nach Weglassung des Faktors 1:|6, 
cos? @ — cos? P + 0608 7 (cos @ +cosP) >0. 
Es kommt mithin für den ganzen hervorgehobenen Bereich nur das eine Achsenpaar 
1,1,—1; 1,0,1 in Betracht und die Fließbedingung für eine dem Bereich angehörige 
Richtung «, 9, y lautet 
k|\ 6 


OO == . . . . . ° ° (26). 
(cos @ + c08 B cos y) (cos @ + Co3 y) 


Aus der Kenntnis dieser einen Formel kann man für alle anderen Richtungen, durch ent- 
sprechende Vertauschungen der Achsen, die maßgebende ableiten. In Abb. 7 ist in 
stereographischer Darstellung die Einteilung der Kugeloberfläche in die zwölf Gebiete 
segeben, für die je eines der zwölf Achsenpaare das maßgebende ist. Die Nummern 
beziehen sich auf die Reihenfolge der Aufzählung S. 167. Diese Diskussion der ersten 
Schubspannungshypothese für reguläre Kristalle ist wesentlich in der gleichen Form von 
G. J. Taylor und ©. F. Elam gegeben worden). 

Etwas anders gestaltet sich das Ergeb- 
nis, wenn man die zweite der in Abschn. 2 














8 70 erwähnten Hypothesen zugrundelegt, wonach 
’ die ausgezeichnten Achsenpaare aus je einer 
P 5 der vier Oktaederlinien und einer belie- 
biegen dazu senkrechten Richtung bestehen. 
2 
7 77 i 
D N 
9) 
“ 12 
5 4 \ 
70 
> 2 7 
L 
. 
‚eg ® 
— 
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id 0 Zu 7 I 
d IRAB61Z8 
\bhb. 7. Abb. 8. 


Hält man die erste Achse, also den Winkel g fest, so wird cos@ cos ein Maximum, 
wenn w möglichst klein wird; der kleinste Winkel zwischen einer Richtung «, ?, y und 
einer in der Ebene senkrecht zur Richtung g liegenden ist aber offenbar der Winkel 
zwischen «, 5, y und der Ebene selbst, also 90 — g. Man hat demgemäß ocosysing zu 
betrachten und unter den vier Werten dieses Ausdrucks für die vier Oktaederrichtungen 
jeweils den größten zu suchen. Nimmt man zunächst die 1, 1, 1-Achse an, so hat man 
sin?q cos®’q=!'; (eos @-+cos ß+ cos y)? [1 — "/; (cos@ + 008 $+cos y)?]|=*/s (1422) (1 —x 


mit 2 — COS LCOoSP +CoOsPaSsy—tcoBr7cost . . . (27a). 



















I) Proceed. Rov. Soc. l,ondon, \ 112 (1926), S. 337. 
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fe näher & bei '/, liegt, um so größer wird sin’ cos’ (s. Abb. 8). Für die drei an- 
deren Raumdiagonalen muß man nur die Vorzeichen in der Formel für & entsprechend 
abändern, z. B. für die Richtung 1,1, —1 
= cos @cosß —cosPeosY—CosYcosa@. . . .. (27b) 
setzen. Beschränkt man sich, wie früher, 
auf den Winkelbereich, in dem cos @ > cos P 
- c08 7 > 0, so sieht man, daß hier die erste 
‚der die zweite der genannten Achsen die 
maßgebende ist, d. h. den größeren Wert 
von sin?gy eos? liefert, je nachdem cos « 
cosß Kleiner oder größer als '/, ist. Von 
dem Dreieck, dessen Ecken durch die Rich 
tungen 1,0,0; 1,1,0 und 1,1,1 bestimmt 
werden, wird durch die Linie 4cos« 
cosd—= 1 eine Ecke abgeschnitten, für die 
die Diagonale 1,1,1 das Maximum der 
Schubspannung liefert, während für den 
Restteil die Diagonale 1,1, —1 in Betracht 
kommt. Durch Vertauschung der Bezeich- 
nungen für die drei Koordinatenachsen 
schließt man auf die übrigen analogen Be- 
reiche und gelangt so zu der in Abb. 9 
dargestellten Einteilung der Halbkugel. Hier 
bedeuten die Nummern 1 und 2 die beiden 
senannten Diagonalen, 3 und 4 die Rich- 
tungen 1, —1,1 uw. 1,—1, —T1. 
Die Formel für die (gegen Eintritt des Fließens) zulässige Zugspannung lautet hier 
3 k 


z / 
)d = ° . . . ° . . ° . (27) 


V2il +2@0)(1—e) 





’ 


wenn für & der eine der beiden Ausdrücke (27a) oder (27b) gesetzt wird. 

b) Hexagonales System. Die Erörterung ist hier bald erledigt, wenn man sich 
einerseits auf die quadratische Fließbedingung, andrerseits - auf den in Abschn. 2 er- 
wähnten Fall der Schubspannungshypothese beschränkt. Einsetzen von (22) in (14) und 
einfache Umformung auf Grund der Beziehung cos? «+ cos? $ + c08’y = 1 liefert 

Fe] 


) 
F = 6? [(eos? « — cos? y)? + (cos? $ — cos? y)? +4 (cos? B — cos? a)? 


+ x cos? y (cos? «+ cos? PB) + (4A +2) cos? « cos? P] 
— 0° (1 + 2) (cos? @ + cos’ P)? + (2 — 2) cos? y (cos? @ + cos? ?) + 2 cos! 7] 
— 0’[1 + +(x — 2% — 4) 0c08?7 — (2 — 4 — 5) cost y]. 


Die zulässige Zugspannung ist hiernach nur von y abhängig, d.h. für alle Richtungen, 
die symmetrisch zur Prismenachse liegen, gleich. Man erhält für !—=K': 
K | 
0 FÜ a Gr (28) 
V1+4+@—24A— 4)cos?y— (n — A— 5) cos? y 
und daraus für „= 90° bzw. y= 0 
K K 
s= | =  ı  ; ° 
lı+4 2 
Die Schubspannungshypothese mit Auszeichnung der Prismenachse und einer dazu be- 
'ıebigen Senkrechten stimmt, wie schon am Schlusse von 2 erwähnt, mit der Annahme 
iberein, daß nur die «-Glieder in dem Ausdruck für F beibehalten werden. Sie führt 
laher zu dem Ausdruck 
k k taaN 
O == -—— . . . . . . . (29 F 
c0Sy | | 08° F sin Yc03 7 
der ja auch, nach dem früher Gesagten, unmittelbar hätte angeschrieben werden können. 


| 5. Vergleich mit den Beobachtungen. So mannigfaltig auch die Versuche 
sind, die über die plastische Formänderung von Kristallen in neuerer Zeit angestellt 
wurden, so selten finden sich Versuchsreihen, die zahlenmäßig den Eintritt des Fließ- 
‚ustandes in Abhängigkeit von der Kristallorientierung erkennen lassen. Die Haupt- 
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schwierigkeit liegt natürlich darin, daß die Fließgrenze nicht exakt bestimmt werden 
kann und ihre Definition nur auf der starken Idealisierung eines wirklichen Vorganges, 
wie sie in Abb. 10 angedeutet wird, beruht. In der Regel verdeckt der »Verfestigungs- 
vorgang« das Eintreten des Fließzustandes oder es zeigen sich schon bei geringen 
Spannungen so große bleibende Formänderungen, daß von einer Trennung zwischen 
elastischem und plastischem Bereich nicht gesprochen werden kann. Andrerseits sind die 
notwendigen Feststellungen über die Richtung der Kristallachsen recht schwierig, daher 
oft unzureichend oder unsicher. 

P. Rosband und E.Schmid') 7000! 

haben eine Reihe von 36 Beobach- 
tungen an Zn-Einkristallen zur Er- 
mittlung der Streckgrenze ausge- | 
führt. Sie geben in g/mm’ die 
Zugspannung an, bei der eine 
bleibende Dehnung von unge- 
fähr 0,3 vH der ursprünglichen 
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Abb. 10. Abb. 11. 
Länge eingetreten ist, sowie den Winkel zwischen Zugrichtung einerseits »Gleitebene« 
und »Gleitrichtung« andrerseits. Die Gleitebene fällt nach den Beobachtungen durchwegs 
mit der Basisebene des Kristallprismas zusammen, so daß der erste der genannten Winkel 
in unserer Bezeichnung 90 — y ist. Nach der oben erörterten Sehubspannungsbypothese, 
Gl. (29), die nur eine Spezialisierung des allgemeineren Ansatzes (28) ist, und nach 
diesem selbst, soll 0 nur von y allein abhängen. In Abb. 11 sind die Ergebnisse von 
Rosband und Schmid — unter Weglassung eines einzigen, von ihnen selbst als unsicher 
bezeichneten Wertes — dargestellt. Als Abszisse ist cos’y aufgetragen, als Ordinate die 
Streckgrenze 0. Die gestrichelt eingezeichnete Kurve entspricht Gl. (29), also der Schub- 
spannungshvpothese, die ausgezogene der Gl. (25) mit «= 50, A— — 0,5. Man sieht, daß 
die Versuche nicht ausreichen, um zwischen diesen beiden Annahmen zu entscheiden 
(wobei die erste sich einfach durch «= » kennzeichnen läßt) und auch nicht eine irgend- 
wie genauere Bestimmung der Konstanten #, 4 ermöglichen. Eine Bestimmung von / 
ließe sich nach (25) leicht erreichen, wenn man das Verhältnis der Streckgrenzenwerte 
für die beiden Extremlagen y= 90° und = 0° experimentell festgestellt hätte. Grund- 
sätzlich ist zu sagen, daß die Schubspannungshypothese, so wie sie sich in (29) darstellt, 
zu unendlich großem o für „= 90° und 7=0° führt, also hier unbrauchbar wird. E 
wäre aber möglich, sie in dem Sinne zu ergänzen, daß außer den in (29) zugelassenen 
noch weitere ausgezeichnete Richtungen eingeführt werden, die dann zur Geltung kommen, 
wenn für die ersten 0 zu groß wird. In diesem Falle würde die gestrichelte Kurve in 
der Nähe der äußeren Ränder abbrechen und gegebenenfalls sich unter mehr oder weniger 
ausgeprägten Knicken dem Verlauf annähern, wie er — stetig — von einer Kurve nach 
Gl. (28) dargestellt wird. 

Man könnte noch fragen, ob die häufig an den gleichen Abszissen auftretenden 
Doppelwerte etwa ihre Erklärung darin finden, daß außer 7 noch ein zweiter Winkel für 
die Größe der Fließspannung maßgebend ist. Für den von den Beobachtern gemessenen 















I) Zeitschr. f. Phvs. Bd. 3? (1925). S. 197 bis 225. 
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Winkel zwischen Zug- und Gleitrichtung trifft dies jedenfalls nicht zu. Dieser Winkel ist 
fast stets kaum von 90 — y verschieden (was soviel bedeutet wie Gleitrichtung = Pro- 
»ktion der Zugrichtung in die Gleitebene), und er wird von den Beobachtern für jedes 7 
nur einmal angegeben, z.B. für = 30°, cos?’y= 0,75 zu allen drei Versuchswerten 
— 220, 244, 296 jedesmal gleich 63°. 
Eine zweite Versuchsreihe, 
lie M. Georgieff und E. Schmid 
veröffentlichen !), betrifitt Wismut- 
kristalle.. Dieses Metall kristalli- 
siert zwar rhomboedrischh aber ,,99 
ie Abweichungen vom kubischen 
System sind so gering, daß darüber 
hinweggesehen werden kann. In 
Uebereinstimmung mit den ge- I 
nannten Autoren behandeln wir 
daher Wismut als zum kubischen | 
System gehörig. Abb. 12 zeigt die \ 
;0 Versuchsergebnisse in ähnlicher \ 
Weise wie Abb. 11 für Zink. Doch 
muß über die Auftragung der Abs- 500+ 
zissen des Kurvenbildes noch fol- 
sendes gesagt werden. 
Die Autoren geben nur 
einen Winkel, nämlich den zwi- | 
schen der Zugrichtung und der 1 
»Gleitfläche« an. Nach ihren Be- 
obachtungen lag die Gileitfläche 
dauernd senkrecht zu einer Würfel- 100 \- 
diagonale (1, 1, 1-Richtung) und die 
Gleitrichtung« fiel dauernd mit Rente . w > » 
der Projektion der Zugrichtung auf 0 IBaserzı " Et e® 
die Gleitebene annähernd zusam- Abb. 12. 
nen. Da als Gleitrichtung (vergl. | ’ 
6) stets die Richtung einer Flächendiagonale (1,0, 1-Richtung) angesehen wird, 
muß angenommen werden, daß die Zugrichtung stets in einer durch Raum- und Flächen- 
diagonale bestimmten Ebene lag, also etwa auf der in Abb. 7 durch einen gestrichelten 
Kreisbogen angedeuteten Ebene verlief. Bildet eine Gerade dieser Ebene den Winkel Ö 
mit der Flächendiagonale 1,0,1, so gilt für ihren Winkel «,ß,y mit den drei Koordi- 
natenachsen 


d g/mm? 





x Versuchspunkfe | 
—— quadratische FleBfunkhon mit n =g6 
m — öchubspannungs Hypothese 

















sin d 7% coB Ö PER Pi sin d tm sin d „. c08 N) 80). 
Ys Va Vs ‚s Ya 
In Abb. 12 ist cos?Ö als Abszisse aufgetragen. 
Um die Versuchsergebnisse mit den Formeln für die Fließgrenze zu vergleichen, | 
hat man (30) in (24) bzw. in (26) einzusetzen. Das erstere ergibt nach einfacher Umformung: | 


K . N — / 
‘= ee (31). 


\2 +» (4 — 8 e0s?d-+ 7 cost Ö) 12 
Die zugehörige Kurve für X = 500, #=0,6, # = — 0,45 ist in Abb. 12 zu sehen. Sie 
iefert bei der Abszisse 0 (Raumdiagonale) den Wert o = 1120, bei der Abszisse 1 (Flächen- 
liagonale) den Wert 6 — 620. Eine genauere Anpassung durch Wahl von weniger runden 
‘ahlen für die Konstanten wäre wohl möglich, aber der Genauigkeit des Versuchsergebnisses 
venig angemessen. 
Stellt man sich auf den Standpunkt der ersten der in Abs:hn. 4 besprochenen 
‚chubspannungshypothesen, so muß man gemäß Abb. 7 beachten, daß bei der Durchlaufung 
er Zugrichtungen ö— 0 bis d — 90° das maßgebende Richtungspaar sich zweimal ändert. 


'nmal, wenn ?=7, also nach (30) tg d = \3/s, $=31°/,°, das andere Mal, wenn cosy=0, 
so tgd— Vs ’2, ö—50°/,° wird. Für die drei in Abb. 12 gekennzeichneten Gebiete, 


cosad = 


!) Zeitschr. f. Phys. Bd. 36 (1926), S. 759 bis 774. 
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deren Grenzen bei den Abszissen 0,4 und 0,73 liegen, sind die maßgebenden Gleitsystem« 
der Reihe nach 


ı.1,1 und 1,0, —1, 1,1, —1 und 1,0,1, 1, —1,1 und 1,1,0. 


Für den Bereich II hat man unmittelbar (26) zu verwenden und erhält hier nach Einsetzeı 
von (30): 
k 
o— ae mir En 
sin d:cos Ö 

was mit k= 220 in Abb. 12 gestrichelt eingetragen wurde. Für die Bereiche I und II! 
muß man die Vorzeichen im Nenner von (26) entsprechend verändern und dann erst (30 
einführen. Man erhält so: 

3 k 6 bKk 

| bzw. | 
sin d 2sind+2 3 cos d 2 3 008 d 2 sin d | 3c0o80 +2 | 2 sind 


0 (32b, e). 


Auch diese Linien sind in Abb. 12 gestrichelt zu sehen; sie schließen mit einem deutlichen 
Knick an die erstgenannte Linie an und geben die Endwerte vo = 810 für 9— 90° und 
o— 540 für d —=0. 

Man erkennt, daß eine Entscheidung für oder gegen die eine oder die andere Hypothese 
nach den Ergebnissen dieser Versuchsreihe nicht möglich ist. Gegen die Schubspannungs- 
Hypothese könnte geltend gemacht werden, daß die Beobachter von dem Knick bei d — 31°/; °, 
auch hinsichtlich der Gleitrichtungen, nichts bemerkt haben. 

Wir unterlassen hier das Eingehen auf andere Versuchsreihen, da es auch zu 
keinem entscheidenden Ergebnis führen würde. Weitere Aufschlüsse über das tatsächliche 
Verhalten der plastischen Körper werden wir jm Zusammenhang mit kinematischen Be 
trachtungen aus der von uns schon angekündigten Haupthypothese über das Fließpotential 
gewinnen. 


6. Kinematik. Schon die ältesten, von Geologen angestellten Beobachtungen 
iiber die plastischen Formänderungen von Kristallen führten zu der Behaupturg, die 
charakteristische Bewegungsform sei ein »Gleiten«e ebener Schichten aufeinander. Man 
versteht darunter wohl einen Vorgang, wie ihn Abb. 13 andeutet, wobei die drei Ge 
schwindigkeitskomponenten durch 


Gr —=UyY, v=—, ®. = 0 


gegeben sind. Bezeichnen wir die Dehnungs- und Schiebungsgeschwindigkeiten mit 


&,, 8, & bzw. 'laYı, aYı, /2Y., also 








Or Iv u27 u27 Vz Ivy 


_ 4 < 4 Ce, = Mr Yr = + , / y = - , Yz —— 7 4 
()r y (2 Üz2 'y Jx (2 Oy ‘a 


so werden für die betrachtete Bewegung sämtliche dieseı 
1 ae Größen mit Ausnahme von y., das den Wert « enthält, null. 
Die Matrix des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit sieht 
daher so aus: 











E / Auf diese Gestalt läßt sich durch Drehung des Koordi 

/ r hatenkreuzes jede symmetrische Matrix bringen, die 1. die 

»> Spur O0 hat, d.h. mit .—+2,+8=0 einer divergenzfreien, 

volumbeständigen Deformation entspricht und 2. die Deter 

minante 0 besitzt, also eine zweidimensionale, ebene Deior 

mation darstellt. Denn auf Hauptachsen bezogen lautet dii 
Matrix der ebenen volumbeständigen Formänderung 
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und dies geht nach (10) in (33) über, wenn man das Achsenkreuz durch 45° um di: 
z-Achse dreht und fı : —« setzt. Da wir die Volumbeständigkeit der plastischen 
Deformation ein für aliemal voraussetzen (vergl. Abschu. 1), so können wir sagen: Die 
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Behauptung,daßderFormänderungsvorganginreinem »Gleiten« bestehe, 
ist gleichbedeutend damit, daß er eine ebene Deformation darstellt. 


Die Größen :, yY, die wir hier eingeführt haben, bedeuten, genau genommen, Ge- 
schwindigkeiten. Denken wir sie mit einer kleinen Zeitgröße ./t multipliziert, so erhalten 
wir die Dehnungen und Winkeländerungen, die sich innerhalb des Zeitraums 4t aus dem 
Ruhezustand heraus entwickeln. Es wird im folgenden, soweit nicht ausdrücklich anderes 
resagt wird, stets vorausgesetzt, daß die © und y in diesem Sinn als Größen, die den 
wirklich beobachtbaren Formänderungen proportional sind, aufgefaßt werden können. Dabei 
haben natürlich nur solche Aussagen eine physikalische Bedeutung, die sich lediglich aui 
die Verhältnisse der sechs &, 7 untereinander beziehen. 


Sieht man von einem, wie wir eben gesehen haben, bedeutungslosen Faktor ab, 
so ist eine Gleitbewegung oder eine divergenzfreie, ebene Deformation durch zwei zu- 
einander senkrechte Richtungen gegeben, die für die Deformation durchaus die gleiche 
Rolle spielen [die &- und y-Richtung in (33). Nur durch Bezugnahme auf die äußere 
Begrenzung des Körpers oder andere Umstände, die über die Betrachtung des augen- 
blicklichen Deformationsvorganges hinausreichen, kann man eine dieser Richtungen als 
die »Gleitriehtung« (x-Richtung in Abb. 13), die andere als die »Normale zur Gleitebene« 
y-Riehtung in Abb. 13) unterscheiden. Für unsere Aufgabe, die Aufstellung der Grund- 
ıaren der Mechanik plastischer Körper, kommt die Unterscheidung nicht in Frage. 


Die meisten Beobachter stimmen darin überein, daß als Gleitrichtung und Normale 
zur Gleitebene nur bestimmte ausgezeichnete Richtungspaare im Kristall auftreten können. 
Nach allgemeiner Ansicht sind es in jedem Falle die gleichen Rechtwinkelpaare, 
die vom Standpunkt der Schubspannungs-Hypothesen die Fließgrenze 
bestimmen. Diese Bemerkung ist es vorzugsweise, die uns zu der im folgenden Ab- 
schnitt darzulegenden allgemeinen Theorie des Fließpotentials führt. Beim regulären 
System werden in erster Linie die in Abschn. 2 angeführten Paare, bestehend aus einer 
Würfel- und einer Flächendiagonale als für die Gleitung ausgezeichnete Richtungen ge- 
funden, bei Eisen (von Taylor und Elam) auch die ebenfalls schon genannten Paare 
aus Würfeldiagonale und beliebiger Normale, beim hexagonalen System die Paare, die 
aus der Prismenachse und einer beliebigen Basisgeraden sich zusammensetzen. 

Daß die plastischen Formänderungen der Kristalle ausschließlich ebene seien, 
trifft sicher nicht zu. Die sorgfältigen Versuche von Tavlor und Elam, vor allem an 
Aluminiumkristallen, haben gezeigt, daß für Zugrichtungen, ‘die an der Grenze zweier 
(Gebiete der in Abb. 7 oder 9 angedeuteten Art liegen, die sog. »doppelte Gleitung« ein- 
tritt, d.i. eine Deformation, die als Uebereinanderlagerung zweier ebener Deformationen 
mit den betreffenden Richtungspaaren als Achsen aufgefaßt werden kann. Man muß dann 
annehmen, daß, wenn es gelänge, die Zugrichtung mit einer Würfeldiagonale zusammen- 
fallen zu lassen (etwa mit dem Mittelpunkt in Abb. 7), ein noch allgemeinerer Deforma- 
tionsvorgang eintreten würde. Grundsätzlich läßt sich aus fünf ebenen Deformationen, 
leren Achsenpaare keine zu spezielle Lage zueinander haben, jede Deformation zu- 
sammensetzen. Wir wollen sehen, daß finf von den sechs Achsenpaaren, die für den 
Mittelpunkt von Abb. 7 gleichberechtigt sind, ausreichen, um durch Superposition zu- 
gehöriger ebener Deformationen eine beliebige (divergenzfreie) Deformation zu liefern. 
Die Rechnung gestaltet sich wie folgt. 


In dem Koordinatensystem, dessen x-Achse die Richtung 1, 1, —1ı (Richtungscosinus 


| 1 : A : : 1 1 
Fi — ), dessen y-Achse die Richtung 1,0, ı (Richtungscosinus “ | ) hat, 

y» B B) v2 ) 
besitzt die Gleitung, die zu diesem Achsenpaar gehört, die Matrix (33), d.h. es sind alle 
Deformationsgrößen außer y. gleich null und „=«. Nach dem Schema (10) rechnen sich 


daher die sechs Deformationskomponenten für die Richtungen der Würfelkanten [aus den 
„rößen der letzten Spalte in (10)| zu 
ı Il a 1 
u ( re De We a — a | „=0, a 
v6 


V6 5 2 YV6 2 5 


'n ganz der gleichen Weise erhält man, wenn man von dem Achsenpaar 1,1 -1; 0,1,1 
usgeht, die Größen 
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Hieraus folgt, daß die y-Richtung mit einer Hauptachse der Deformationsgeschwindigkeit 
zusammenfällt. Der Winkel $ zwischen einer zweiten Hauptachse und der x-Richtung 
ist gereben durch 


j / 4 17) 7 €: = fg \ 
to 0 ee. 8)’ + y,? .,— rt)» 1 — a 


u 7Y 

Der Näherungsausdruck ergibt sich unter der Annahme, daß x groß gegen ) und gegen 1, 
also y, groß gegen ®, und & ist, und gilt natürlich nur für Winkel y, die nicht nahe 0 
oder 90° sind (da hier y, null wird). Die Voraussetzung trifft zu, wenn wir die aus 


Absehn. 5 bekannten Werte A—= — !',, x — 50 einsetzen. In diesem Falle wird 
,—=306('/ sin?y — cos’y)= — ?/, 0 (1 +3 cos ?2y) 
3(1+3cos?2y) 1+3ecos?2y 
und ig W > -—=0.030 - en: 5° 
2x sin2y j sin 2y 


Der Verlauf von Y—45° als Funktion von 
cos’ y ist in Abb. 14 eingetragen; die be- 
zeichneten Werte für cos“ y = 0,05, 0,10 usj. 
sind nach der genauen Gl, (40) berechnet. 
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Abb. 14. Abb. 19. 


Man sieht, daß der Winkel ) 15" im ganzen Versuchsbereich von Abb. 11 verschwin 
dend klein ist, daß also die Hauptachsen fast genau unter 45° gegen die Basisebene des 
Prismas stehen. Die zugehörigen Hauptwerte 


u / 


| @ [71 i 17 | 1 / 0 B . n | 7) . 
| E, \y,?-+ 8? - 4E,8 -— (tb y—E = |*sin’y+ll - A ost 


uns L 


(40") 


m 


[4 a 

| - 100sin2y+3cos2y+1| 

] 

sind in Abb. 15 zugleich mit dem dritten Hauptdehnungswert &, eingetragen. Das Resultat 

ist in die Augen fallend dies: Die Deformation kann für Zugrichtungen, die nicht ganz 

nahe parallel der Basisebene oder der Prismenachse sind, mit großer Annäherung als 

ebene betrachtet werden (&, sehr klein gegen die anderen Hauptwerte); dabei fallen die 

Hauptgleitrichtungen (die die wirksamen Hauptachsen unter 45° schneiden) fast genau 

in die Basisebene und die dazu Senkrechte. Nach dem früher Gesagten werden 
damit die Beobachtungsergebnisse mit großer Genauigkeit wiedergegeben. 

Wir werden auf diese Weise zu der Frage geführt, ob nicht auch für isotrope 
Körper, die als Fließfunktion den Ausdruck (4) aufweisen, die Beziehungen (36) zu Racht 
bestehen? In der Tat ist dies der Fall, denn durch Differentiation von (4) findet man 
)F Or + !u + 6, OF 

—)(26 GO, )=6(6. -— )= 0; == 12 7 


15} 
(0% «) OTxz 


’ 


also nach (36) 
ee, == 606,, €, —6 A e,==6 0.: 1 sy. =6 RR I 2 Yy= 6 T,; la Y =6T7T. (41 


d.h. der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit ist bis auf einen Faktor gleich dem der 
Zusatzspannungen. Das ist der gleiche Ansatz, den ich 1913, in Uebereinstimmung mit 
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MI. Lövy, dessen Arbeit ') mir damals nicht bekannt war, entwickelt habe; ein Ansatz, der 
tiir isotrope Körper höchst plausibel erscheint, aber bis heute durch Beobachtungen noch 
nicht genügend sichergestellt ist. 

Diese Ergebnisse legen es weiter nahe, zu überlegen, ob die Beziehungen (36) 
nicht auch dann bestehen, wenn F' erfahrungsgemäß nicht als juadratische Funktion der 
Spannungskomponenten angenommen werden kann. Es würde dann natürlich der Tensor 
der Deformationsgeschwindigkeit nicht mehr linear vom Spannungstensor abhängen. 
Vor allem müssen wir sehen, ob der Ansatz überhaupt sinnvoll ist, d. h. bei beliebiger 
Wahl der Koordinatenrichtungen den gleichen Deformationstensor liefert. Wir denken 
ıns zu diesem Zweck in F mit Hilfe des Schemas ((0) neue Spannungskomponenten 

.,, eingeführt und bilden 


’ 
oF 0 9% OF > 6 ı)F OF 00, O0, ()T 


— +, o NE Ä =: +8, ° ne 7 


(0r’ O0z OI0% O0, U 0,7 UTs 0UOy O 0%’ U0zr' UO0r' 


Die Differentialquotienten in dem letzten Ausdruck kann man ebenfalls aus dem Schema (10) 


entnehmen, wenn man hier die gestrichenen mit den ungestrichenen Größen vertauscht, 
so daß z.B. die Elemente der letzten Zeile (nach Vertauschung von x mit x’ usf.) die 


Koeffizienten von ©,:...7; in dem Ausdruck für 7, sind. Die Elemente der ersten Spalte 
liefern nach Vertauschung der gestrichenen mit den ungestrichenen Buchstaben die sechs 
resuchten Differentialquotienten. Es ist also 9 0,/090. = (X. )?...9Tr/9 0, = (x) (y«). 
Setzt man dies oben ein und beachtet, daß sich ©, durch &,,... '/27; nach der ersten 
Zeile des Schemas (10) darstellt, so erhält man 

OH a Fa x)? Pe (y x)? nun | 122 x x) (y x) = £. r (42), 

O Gr 2 


w.z.b. w. Die Bildung (36) ist in der Tensoranalysis das Analogon zu dem aus der 
Vektorrechnung bekannten Gradienten einer skalaren Ortsfunktion, der, wie man weiß, 
ein Vektor ist. 

Damit ist natürlich nur die formale Zulässigkeit des Ansatzes (36) erwiesen. Daß 
er bei der Wahl der Fließfunktion für #F den Beobachtungsergebnissen entspricht, erkennen 
wir, sobald wir etwa für # die beim Aluminium gültige Schubspannungshypothese wählen. 
Sei etwa 0,...7, ein Spannungszustand, für den ein eindeutig bestimmtes unter den 
zwölf ausgezeichneten Achsenpaaren den größten Schubspannungswert liefert. Wir wäblen 
diese beiden Achsen zur ®- und y-Achse eines Koordinatensystems. Dann lautet die 
Fließbedingung für eine gewisse endliche Umgebung des betrachteten Spannungszustandes 
einfach 7,—=konst. Wir haben also F=7r., und nach (36) sind sämtliche Kompönenten 
der Deformationsgeschwindigkeit außer y. gleich Null. Das ist die in (33) betrachtete 
Deformation, die wir als eine zweidimensionale oder eine Gleitung erkannt haben, und 
dabei fallen die Gleitachsen mit den ausgezeichneten Spannungsachsen zusammen, wie 
es die Beobachtungen zeigen. Die Beziehungen (36) lehren also, daß Konstanz der 
Schubspannung als Fließgrenze und einfache Gleitung längs derselben 
Achsen als Deformation einander wechselseitig bedingen. 

In den Grenzgebieten, in denen der Schubspannungswert für zwei oder mehr aus- 
gezeichnete Achsenpaare den Höchstwert annimmt, ist die Funktion F, wenn man die 
Schubspannungsbypothese in der strengsten l’orm aufrechterhalten will, nicht diiierenzier- 
bar, also (36) nicht unmittelbar anwendbar. Die Deformationsform an den Grenzen bliebe 
dann unbestimmt. Es scheint aber mit den Beobachtungen (der »doppelten Gleitung 
von Taylor und Elam) besser übereinzustimmen, wenn man annimmt, daß die Funk- 
tion F, im sechsdimensionalen Raum der 6,...7r, betrachtet, nicht durch ein Polyeder 
mit scharfen Kanten dargestellt wird, sondern Ausrundungen, stetige Uebergänge aufweist. 
In diesem Falle würde (36) besagen, daß die einfache Gleitung eben nur dann Geltung 
hat, wenn der Spannungszustand noch einigermaßen von der Grenze entfernt ist, in der 
unmittelbaren Nähe der Grenzgebiete aber eine Uebereinanderlagerung ebener Defor- 
mationen eintritt. Natürlich können auch hier in letzter Linie nur Versuche entscheiden. 

Es mag noch von Interesse sein, zu überlegen, was bei isotropen Körpern die 
\lohrsche Schubspannungsbedingung für Folgerungen aus (36) ergibt. Ein ähnlicher 
Gedankengang wie der oben durchgeführte zeigt hier: Sobald nur eine der drei Hanpt- 
spannungsdifferenzen den kritischen Weıt besitzt, muß die Deformation eine einfache 
Gleitung in den Richtungen der kritischen Schubspannung sein. In den Grenzgebieten, 


) M.Le vy, Journal de mathem. 1871, S. 369. 
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und ebenso die analogen Werte für die anderen in Frage kommenden Paare. Eine diver 
genzireie Deformation kann durch fünf unabhängige Linearkombinationen der sechs Defor 
mationskomponenten bestimmt werden. Wir wählen dafür die Verbindungen &, — & 
&, — &, Yo Yu Yo J.äßt man dann den Faktor @:Y 6 jedesmal fort, so sind die beide: 
eben betrachteten Deformationen durch die Zahlengruppen 2,1; 1,0,1 und 1,2; 0,1, 
gekennzeichnet. Nimmt man die Zahlen, die sich für die Achsenpaare —1,1,1; 1,1,0 





dann — 1,1,1; 1,0,1, endlich 1, —1,1; 0,11 ergeben, hinzu, so erhält man die Matri: 
2 l | 0 1 
l 2 0 1 l 
1 1 | l Ü a 5 6 
| —2 ww 
| | 2 0 l 1 | 


Da die Determinante dieser Matrix nicht verschwindet (sie hat den Wert --24), so sind 
die fünf betrachteten ebenen Deformationen linear unabhängig, d.h. es lassen sich fünf 


Zahlen «, @& ...% so bestimmen, daß eine Uebereinanderlagerung der entsprechenden 
Deformationen beliebig vorgegebene Werte für &, — &. &, — &. Y, u 7: liefert. 


Das Bild, daß man sich danach von den Formänderungsmöglichkeiten des Alumi 
niumkristalls machen muß, ist also etwa dies: Sobald die Schubspannung für eines der 
zwölf ausgezeichneten Achsenpaare den übrigen elf Werten gegenüber wesentlich über 
wiegt, ist die Formänderung annähernd eine Gleitung längs dieses Achsenpaares; werden 
zwei oder mehr ausgezeichnete Schubspannungen annähernd gleich, so tritt eine allgemei 
nere, eventuell die allgemeinste divergenzfreie Deformation ein. Wie weit dies Bild noch 
zutrifit, wenn man nicht lediglich Versuche mit einachsigen Spannungszuständen in Betracht 
zieht, muß vorläufig dahingestellt bleiben. Den Uebergang zum isotropen Körper kann 
man sich in der Weise vorstellen, daß hier jedes Achsenpaar als ausgezeichnet gilt, so 
daß immer genügend viele konkurrierende Gleitrichtungspaare vorhanden sind und daheı 
jede volumbeständige Deformation möglich ist. 

Zur praktischen Untersuchung der Formänderunrgsvorgänge bedienen sich Taylor 
und Elam in sehr zweckmäßiger Weise des sog. dehnungslosen Kegels'),, Drückt man 
die Dehnung in der durch die Winkel «, #, y gegen die Achsen festgelegten Richtung 
durch die &,...y. aus, so erhält man nach (10) den Ausdruck 


e, cos? «+ 8,c0s?P—+ 8,008? Y + Y. Cos 3 608 Y + 7’, C08 F 008 & + 7: C0S & COS P. 


Schreibt man x, y, z an Stelle des Richtungscosinus und setzt den Ausdruck gleich Null, 
so hat man die Gleichung des dehnungslosen Kegels. Sie lautet auf die Deformations- 
hauptachsen bezogen 


€ oc? + & y°’ —+ £& 2’ —0. ; R : j ; , ; (35). 
Der Kegel zerfällt dann und nur dann in zwei Ebenen, wenn die Deformation eine zwei- 
dimensionale ist, also etwa & = 0. Aus der Volumbeständigkeit folgt dann, wegen &ı —=— &, 


daß die beiden Ebenen zueinander senkrecht stehen müssen. Mißt man sechs Verschie 
bungsgrößen, aus denen sich die dehnungsfreien Richtungen rechnen lassen, und trägt die 
entsprechenden Punkte in ein stereographisches Diagramm ein, so kann man daraus, daß 
sie auf zwei Kreisbögen von bekannter Potenz liegen, schließen, daß die Deformation eine 
ebene war. Wenn bei Taylor und Elam sich Kreise ergeben, die nicht die Bilder von 
zwei zueinander senkrechten Ebenen sind, so liegt das nur daran, daß dort endliche 
Verschiebungen auftreten, während unsere Ableitungen nur für unendlich kleine (eigent- 
lich für die Geschwindigkeiten) gelten. Die genaue Verfolgung des gesamten Bewegungs 
ablaufs mag in einem sehr spezialisierten Falle einfach sein, im allgemeinen stellt si: 
ein Integrationsproblem dar, dem wir hier nicht weiter nachgehen wollen. 


7. Zusammenhang zwischen Formänderung und Fließgrenze. Das Fließ- 
potential. Es ist hier schon erwähnt worden und auch von den isotropen Körpern her 
bekannt, daß der mechanische Ansatz für plastische Körper sich in zweifacher Weise voı 
dem der Elastizitätslehre unterseheider muß. Erstens sind nicht die Formänderunge:ı 
selbst, sondern die Formänderungsgeschwindigkeiten mit den Spannungen verknüpft. 
Während zweitens im elastischen Fall der Spannungszustand und die Formänderung ein 
ander eindeutig bestimmen, ist der Zusammenhang bei plastischen Medien ein lockere: 


I) vergl. insbes, Proceed, «cf the Royal Society, A 102, (1923) S. 652, 
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's bleibt, wie wir wissen, der additive Zusatz eines Kugeltensors (hydrostatischen Druckes) 
ır Spannung frei und es werden überdies die Deformationsgeschwindigkeiten nur bis 
ıf einen unbestimmt bleibenden Proportionalitätsfaktor durch die Spannungen bestimmt. 
‚eide Behauptungen sind natürlich nur im Sinn einer Idealisierung von an sich hervor- 
techenden Zügen der wirklichen Erscheinung zu verstehen. Wir haben schon darauf 
hingewiesen, daß man vielleicht eine bessere Annäherung an die Wirklichkeit bekommen 
ann, wenn man die Fließfunktion F nicht einer Konstanten, sondern einer schwach mit 
em Mitteldruck veränderlichen Größe gleichsetzt. Ebenso darf die Annahme, daß eine 
roportionale Veränderung aller Geschwindigkeiten den Spannungszustand unbeeinflußt 
‚ßt, nicht als vollkommen genau gelten. Aber es scheint, daß dieser Umstand — Unab- 

ngigkeit der inneren Reibung von der Geschwindigkeit — den festen plastischen Körper 
n erster Näherung kennzeichnet, im Gegensatz zur zähen Flüssigkeit, bei der zwischen 
pannung und Geschwindigkeit direkte Proportionalität besteht. 

Nimmt man an, daß die Beziehung zwischen der Zusatzspannung (d.i. der Span- 
nung abzüglich des mittleren Druckes) und der Deformationsgeschwindigkeit, abgesehen 
von einem unbestimmten Faktor, eine lineare ist, so folgt für den isotropen Körper, daß 
die beiden (divergenzfreien) Tensoren einander proportional gesetzt werden müssen!): 
ie Hauptachsenrichtungen der Spannung und der Deformationsgeschwindigkeit fallen 
usammen und die Hauptachsenlängen unterscheiden sich nur um einen gemeinsamen 
Faktor. Dies Resultat ergibt sich allein aus den Forderungen der Invarianz gegen 
Drehungen des Koordinatensystems. 

E Wenn wir die gleichen Ueberlegungen auf Kristalle übertragen und fordern, daß 
lie sechs Größen &,,...y; (mit &,-+&,+&= 0) solche lineare Funktionen der fünf Span- 
nungsgrößen 6, — 0,, 0, — 6, 7,, 7,, 7, sind, die den Invarianzbedingungen des betrefienden 
Kristallsystems genügen, so gelangt man zu einem sehr klaren und einfachen Ergebnis. 
Die sechs linearen Funktionen müssen die Ableitungen einer quadratischen Form F 
der Spannungskomponenten sein: 

OT OF OF OF OF OF = u. 
Piel 7% u a TR ? Tr A it Pr (36), 

wobei F# den beiden Forderungen 1 und 2 in Abschnitt 1 genügen muß. Denn aus 
der ersten dieser Eigenschaften von F' folgt sofort, daß die Summe der drei Ableitungen 
nach ©,, 6,, 0, verschwindet, und die zweite legt, da die &,...!/,y., sich nach dem 
rleichen Schema (8) wie die °,...r. transformieren, die -Unabhängigkeit der Be- 
ziehung (36) von der Wahl des Achsenkreuzes innerhalb des kristallinisch gleich- 
wertigen, fest. 

4i Für das reguläre System hat man demnach als linearen Ansatz für die Deforma- 
tionsgeschwindigkeiten (wobei wir mit Rücksicht auf die noch freie Wahl der Zeiteinheit 
einen Proportionalitätsfaktor unterdrücken) zufolge (12): 


E 


J Y “Y „ ’ ne 


== 20, — 0, — 0 e8,—= 20, — 1, — 06, 20. —c0 | 


, en 9% ar si . or 4“ 
Y=HT,, 1; Ef. ‚„=ıxuT, 


ınd für das hexagonale System zufolge (14) 


1+94)0,—)0,— 0, 8=—)0,+(1+4)0,—-0, 8=20.—0,—60 
( 


; SIR TE, 
= AT, Iy = KT, 1: ° IA+ 2) 7, 
Jabei wäre es natürlich nicht notwendig, daß # in (37) und #,?7 in (38) die gleichen 
‚ahlenwerte haben, wie sie experimentell für die Fließgrenze festgestellt wurden. 

Sucht man nun die Größen von # und A auf Grund von Beobachtungen über die 
rmänderungsvorgänge zu bestimmen, etwa für den Zinkkristall, für den die «nuadratische 
orm als Ausdruck der Fließgrenze gut geeignet ist, so findet man — was gewiß nicht 
(berraschend ist —, daß man mit den gleichen Werten, die für die Fließgrenze maß- 
ebend waren, auch hier am besten auskommt. Legt man etwa die &-Achse in die 
ısisebene des Prismas so, daß die Zugrichtung in die x-z-Ebene fällt, also cos @ = sin y, 
sö—=0 wird, so liefert (38) in Verbindung mit (22): 
= 0[(1+4)sin?y — cos?y], e, = 0[—Asin?y— cos?’y], &,—=0[2c0s?y— sin?y] } IRRE 

Yz = 0 Yy„=0°'#sinY cos} Y., = 0 \ er 

’ ’iv > 


d f] ji? 


) Meine Arbeit von 1913, S. 586, 
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Hieraus folgt, daß die y-Richtung mit einer Hauptachse der Deformationsgeschwindigkeit 
zusammenfällt. Der Winkel Y zwischen einer zweiten Hauptachse und der x-Richtung 


ist gereben durch 


1 ‚ 2 a / 7 ex - z 
tg u [ (d, — E&,)’ + Yy“ E. €,) = l - ’ ° . (40). 
Der Näherungsausdruck ergibt sich unter der Annahme, daß x groß gegen ) und gegen |, 
also y, groß gegen ©, und &, ist, und gilt natürlich nur für Winkel y, die nicht nahe 0‘ 
oder 90° sind (da hier y, null wird). Die Voraussetzung trifft zu, wenn wir die aus 


Absehn. 5 bekannten Werte A—= — !,, x — 50 einsetzen. In diesem Falle wird 
30 ('l, sin? Yy — cos’ y)= — ?4 0(1 +3 cos 2y) 
3(1+3cos?2y) 1+3eos2y 
und tg v + — 0.030 Ey ge. rer 
2x sin2y sin 2 y 


Der Verlauf von U —45° als Funktion von 
cos’ y ist in Abb. 14 eingetragen; die be- 
zeichneten Werte für cos’ y —= 0,05, 0,10 usf. 
sind nach der genauen Gl, (40) berechnet. 


kon us 


|‘ (67 
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Abb. 14. Abb. 19. 


Man sieht, daß der Winkel % 15" im ganzen Versuchsbereich von Abb. 11 verschwin 
dend klein ist, daß also die Hauptachsen fast genau unter 45° gegen die Basisebene des 
Prismas stehen. Die zugehörigen Hauptwerte 


l , \ 0 . 


| €, | y,? H&, — 48,8, |- —- \cpy—E)= ; |*2sinaYy— 1 — A cos Hit 


(40") 


m 


7 " 
| - 10sin?2?y—+3c0os2y—+]1 


1 
| 


BEE | 


sind in Abb. 15 zugleich mit dem dritten Hauptdehnungswert &, eingetragen. Das Resulta! 
ist in die Augen fallend dies: Die Deformation kann für Zugrichtungen, die nicht ganz 
nahe parallel der Basisebene oder der Prismenachse sind, mit großer Annäherung als 
ebene betrachtet werden (£, sehr klein gegen die anderen Hauptwerte); dabei fallen die 
Hauptgleitrichtungen (die die wirksamen Hauptachsen unter 45° schneiden) fast genau 
in die Basisebene und die dazu Senkrechte. Nach dem früher Gesagten werden 
damit die Beobachtungsergebnisse mit großer Genauigkeit wiedergegeben. 

Wir werden auf diese Weise zu der Frage geführt, ob nicht auch für isotrope 
Körper, die als Fließfunktion den Ausdruck (4) aufweisen, die Beziehungen (36) zu Racht 
bestehen? In der Tat ist dies der Fall, denn durch Differentiation von (4) findet man 
OF Gr tm, + 06; A oF 

== 3 \2 0 O, )—6(6 - )=o == 12 7 


Ly ’ 
(0; 3 OTa 


«) 


also nach (36) 
1 


€e.—=6b60 y e,=66 j 6,6 6,: I =6r.,, Is Y =67T,, Ile Y.ı = 6 g 4] 


d.h. der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit ist bis auf einen Faktor gleich dem deı 
/usatzspannungen. Das ist der gleiche Ansatz, den ich 1913, in Uebereinstimmung mit 
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\. Lövy, dessen Arbeit ') mir damals nicht bekannt war, entwickelt habe; ein Ansatz, der 
tiir isotrope Körper höchst plausibel erscheint, aber bis heute durch Beobachtungen noch 
nicht genügend sichergestellt ist. 

Diese Ergebnisse legen es weiter nahe, zu überlegen, ob die Beziehungen (36) 
nicht auch dann bestehen, wenn Z' erfahrungsgemäß nicht als quadratische Funktion der 
Spannungskomponenten angenommen werden kann. Es würde dann natürlich der Tensor 
der Deformationsgeschwindigkeit nicht mehr linear vom Spannungstensor abhängen. 
Vor allem müssen wir sehen, ob der Ansatz überhaupt sinnvoll ist, d. h. bei beliebiger 
Wahl der Koordinatenrichtungen den gleichen Deformationstensor liefert. Wir denken 
ıns zu diesem Zweck in F mit Hilfe des Schemas (10) neue Spannungskomponenten 

‚r,, eingeführt und bilden 


’ 
o)F as: (Gr OF (I 0, or OT, 00, (0, OT; 


= —. rk: Ä uf,» + 8,° + .... 90° 


Or 0% On 90, 00% OT 00 Ö 02 - 0% 00x 
Die Differentialquotienten in dem letzten Ausdruck kann man ebenfalls aus dem Schema (10) 


entnehmen, wenn man hier die gestrichenen mit den ungestrichenen Größen vertauscht, 
so daß z. B. die Elemente der letzten Zeile (nach Vertauschung von x mit x’ usf.) die 


Koeffizienten von 6,:...7, in dem Ausdruck für 7, sind. Die Elemente der ersten Spalte 
liefern nach Vertauschung der gestrichenen mit den ungestrichenen Buchstaben die sechs 
sesuchten Differentialquotienten. Es ist also 9 0,/90. = (x.w)?...9r./90.—=(x x) (y«). 
Setzt man dies oben ein und beachtet, daß sich &,: durch &,,... '/2y, nach der ersten 
Zeile des Schemas (10) darstellt, so erhält man 
Or sei / "\2 A .' 2\ 
a er’ ya’... rar) . . (42), 


w.z.b.w. Die Bildung (36) ist in der Tensoranalysis das Analogon zu dem aus der 
Vektorreehnung bekannten Gradienten einer skalaren Ortsfunktion, der, wie man weiß, 
ein Vektor ist. 

Damit ist natürlich nur die formale Zulässigkeit des Ansatzes (36) erwiesen. Daß 
er bei der Wahl der Fließfunktion für F den Beobachtungsergebnissen entspricht, erkennen 
wir, sobald wir etwa für # die beim Aluminium gültige Schubspannungshypothese wählen. 
Sei etwa 9,...7, ein Spannungszustand, für den ein eindeutig bestimmtes unter den 
zwölf ausgezeichneten Achsenpaaren den größten Schubspannungswert liefert. Wir wählen 
diese beiden Achsen zur %- und y-Achse eines Koordinatensystems. Dann lautet die 
Fließbedingung für eine gewisse endliche Umgebung des betrachteten Spannungszustandes 
einfach 7,=konst. Wir haben also F=7r., und nach (36) sind sämtliche Komponenten 


der Deformationsgeschwindigkeit außer y. gleich Null. Das ist die in (33) betrachtete 
Deformation, die wir als eine zweidimensionale oder eine Gleitung erkannt haben, und 
dabei fallen die Gleitachsen mit den ausgezeichneten Spannungsachsen zusammen, wie 
es die Beobachtungen zeigen. Die Beziehungen (36) lehren also, daß Konstanz der 
Schubspannung als Fließgrenze und einfache Gleitung längs derselben 
Achsen als Deformation einander wechselseitig bedingen. 

In den Grenzgebieten, in denen der Schubspannungswert für zwei oder mehr aus- 
gezeichnete Achsenpaare den Höchstwert annimmt, ist die Funktion F, wenn man die 
Schubspannungsbypothese in der strengsten l’orm aufrechterhalten will, nicht diiferenzier- 
bar, also (36) nicht unmittelbar anwendbar. Die Deformationsform an den Grenzen bliebe 
dann unbestimmt. Es scheint aber mit den Beobachtungen (der »doppelten Gleitung 
von Taylor und Elam) besser iübereinzustimmen, wenn man annimmt, daß die Funk- 
tion F, im sechsdimensionalen Raum der o,....7r, betrachtet, nicht durch ein Polyeder 
mit scharfen Kanten dargestellt wird, sondern Ausrundungen, stetige Uebergänge aufweist. 
In diesem Falle würde (36) besagen, daß die einfache Gleitung eben nur dann Geltung 
hat, wenn der Spannungszustand noch einigermaßen von der Grenze entfernt ist, in der 
unmittelbaren Nähe der Grenzgebiete aber eine Uebereinanderlagerung ebener Deior- 
mationen eintritt. Natürlich können auch hier in letzter Linie nur Versuche entscheiden. 

Es mag noch von Interesse sein, zu überlegen, was bei isotropen Körpern die 
\lohrsche Schubspannungsbedingung für Folgerungen aus (36) ergibt. Ein ähnlicher 
Gedankengang wie der oben durchgeführte zeigt hier: Sobald nur eine der drei Hanpt- 
spannungsdifferenzen den kritischen Weıt besitzt, muß die Deformation eine einfache 
Gleitung in den Richtungen der kritischen Schubspannung sein. In den Grenzgebieten, 


) M. Levy, Journal de mathem. 1871, S. 369. 
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für die das Schubspannungsmaximum mehr als einmal erreicht wird, z. B. beim reinen 
Zugversuch, würde dasselbe gelten, was oben hierüber gesagt wurde. — Es ist mir nicht 
bekannt, ob irgendwelche Beobachtungen an isotropen plastischen Körpern eine Andeutung 
der ebenen Formänderung gezeigt haben. Es wäre von höchstem Interesse, dies im 
Zusammenhang mit der Gestalt der Fließgrenze zu untersuchen, da man damit den besten 
Anhaltspunkt zur Ueberprüfung der Haupthypothese (36) erhielte. 

Es liegt schließlich nahe, Gl. (36) »energetisch« zu deuten und statt der Differential- 
beziehungen ein »Arbeitsprinzip« zu formulieren. Bedenkt man, daß die &,...'/sy, für 
die Deformationsgeschwindigkeiten stehen, so stellt 


L=?,0,+8,, +8, h, FH. + uUtYT : .: 2. 0. 0. (43) 
die Leistung der inneren Spannungen pro Volumeinheit des Körpers vor. Variiert man 
die Spannungen unter Festhaltung der ®,,.. '/a y,., so erhält man nach (36) 

| OF, ‚F ıF 
Ö L=:,60,+:,00,+...209r,— Bi "FR OR ör,—=Ö6ÖF (414). 


00% O0, UT; 


Wenn man mit den Spannungen innerhalb der Fließgrenze F= konst. bleibt, ist öF = 0 
und man erhält so die folgende Deutung von (36): Die Deformationsgeschwindig- 
keiten des plastischen Körpers unter Einfluß eines Spannungszustandes, 
der an der Fließgrenze liegt, regeln sich derart, daß sie beieiner unendlich 
kleinen Variation der Spannungen innerhalb der Fließgrenze keine zusätz- 
liehe Arbeit leisten. Man kann hieraus in der früher beliebten, aber mathematisch 
unzulässigen Weise ein Extremalprinzip machen, etwa indem man sagt: Die wirklich 
aufgewandte Deformationsleistung ist ein Extremum gegenüber allen Leistungsbeträgen, 
die bei der gleichen Deformation, aber anderen, an der Fließgrenze liegenden, Span- 
nungen verbraucht würden. 

Nochmals sei darauf hingewiesen, daß dieses neue »Arbeitsprinzip« nichts zu tun 
hat mit der naiven Deutung der Fließfunktion F als »Gestaltänderungsenergie«. Ab- 
gesehen davon, daß hierbei die Funktion F als quadratischer Ausdruck in den Spannungen 
vorausgesetzt wird, was sie nicht immer ist, darf auch die Gl. (44) 6 L= Ö F nicht etwa 
mißverstanden werden: Sie gilt nur unter der im Eingange dieses Abschnittes gemachten 
Voraussetzung, daß der Zeitmaßstab willkürlich ist, besagt also eigentlich nur, daß 67, 
sich als Produkt von ö F in einen mit Ort und Zeit wechselnden Faktor darstellen läßt. 
— Auch zu einem älteren Versuch von A. Haar und Th. v. Kärmän'), die Plastizitäts- 
mechanik durch einen Energiesatz zu begründen, sehe ich keine Beziehung. Von den 
genannten Autoren wird das Integral über eine (uadratische Funktion der Spannungen 
zu einem Extremum gemacht unter der Nebenbedingung, daß die Spannungen an der 
Fließgrenze bleiben, die selbst nicht durch eine quadratische Form dargestellt wird. 


8. Die vollständigen Bewegungsgleichungen. Ist . die spezifische Masse, 
vb der Geschwindigkeitsvektor mit den Komponenten v,, v,, v%;; * der Vektor der spezi- 
fischen Volumkraft mit den Komponenten #,, #;, %:, so kann man die Bewegungsgleichunger, 
nach Abtrennung des bydrostatischen Druckes — p von der Gesamtspannung in der Form 
schreiben: 


d vr Op 00, Ar; OT, 

7 — ". ne. — 
dt Ix x )y Oz 
dry op» 07T day Tr 

n — A, - + 4+- -+H > . . . . . . . ( I) . 
dt Oy x 'y )z ö 
dr, ec) p 0 Ty OTx 20, 

u——n— + Po + 

' dt )2 ()z Oy )2 





Dazu tritt die Kontinuitätsgleichung 


cd t; w "y d) U: 
' -+ Er ra Er 9 
!x Oy 02 


J 


Für die Spannungsgrößen 6., 6,, 0, gilt die Beziehung 0/ +0, +0/'—0, so daß in (I) 
und (II) zusammen 9 Unbekannte vorkommen, die drei Komponenten von vb und die sechs 
Spannungsgrößen: p, die Differenzen der 0 und die z. Zwischen den Spannungen besteht 
nun noch die Fließbedingung 


FE DE. et er - VER, 


Ih Nachr. d. Kgl. Gesellsch. d. Wissensch. Göttingen 1909. 
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in der man ebensogut 0’ an die Stelle von © setzen kann, weil voraussetzungsgemäß FF 
unverändert bleibt, wenn die 0 um eine additive Konstante p verändert werden. 

Wir haben nun weiter die Beziehungen (36) hinzuzufügen, müssen aber jetzt, da 
wir keinen willkürlichen Zeitmaßstab mehr benutzen dürfen, einen Faktor c einführen 


und schreiben: OVdr OF Ivy OF mv; OF 
= (C 5) ' =( , a © 
0a 0x Oy U0y (2 () 0; | /[Iv) 
Ivy Or OF UV I Vr OF U vi @ Uy e F ) N än 
>. , nu = 6 ’ .- =( 
O2 Ooy OTx !x 02 OT, Oy Ox Or: 


Von diesen sechs Gleichungen sind nur fünf unabhängig, da die Summe der ersten drei 
zufolge der eben erwähnten Eigenschaft von F wieder (II) ergibt. Mit (IV) ist aber eine 
neue Unbekannte ec hinzugekommen, so daß wir im garzen 10 Gleichungen für 10 Unbe- 
kannte vor uns haben. 

Mit diesem Ansatz kann man zunächst nur das Gleichgewichtsproblem, genauer 
vesprochenr, das Problem der Spannungsermittlung für einen Zeitmoment, beherrschen. 
Setzt man alle Beschleunigungen und äußeren Kräfte (bzw. ihre Summe) gleich Null, so 
besagen die Gl. (I), daß die Spannungen allein ein Gleichgewichtssystem bilden müssen. 
Zu den vier Gleichungen (I) und (III) für die sechs Spannungskomponenten treten zwei 
Kompatibilitätsbedingungen«, die man durch Elimination von »,, v,, ®», und c aus den 
Gl. (II) und (IV) (die der Zahl nach dazu gerade ausreichen) erhält. Man muß annehmen, 


daß die sechs Diiferentialgleichungen zusammen mit den Randbedingungen — etwa der 
vollständigen Angabe der Spannungen am ganzen Umfang — die Spannungsverteilung 


und damit nach (IV) die Deformationsgeschwindigkeiten im ganzen Innern bestimmen. 
Denkt man sich nun die entsprechenden Verrückungen in der Zeit di an dem Körper 
ausgeführt, so hat man eine neue Konfiguration vor sich, in der wieder die äußeren 
Spannungen als gegeben vorauszusetzen sind. Dies genügt aber noch nicht: Man muß 
auch die Veränderungen kennen, die inzwischen in der räumlichen Orientierung 
der Kristallachsen eingetreten ist. Hier liegt in der Tat eine Lücke vor, die durch das 
Zusammentreffen der makroskopischen Theorie der Kontinuitätsmechanik mit den mikro- 
skopischen Anschauungen der Kristalltheorie bedingt wird. Bei der gegenwärtigen Un- 
sicherheit hinsichtlich fast aller wesentlichen Grundlagen des Ansatzes (I) bis (IV) lohnt 
es jedoch nicht, auf die Fragestellungen, die an diesem Punkt einsetzen, näher einzu- 
gehen. Man wird sich vorläufig schon zufrieden geben, wenn es gelingt, Probleme des 
Gleichgewichtes von dem hier entwickelten Standpunkt der exakten Kontinuitäts- 
mechanik aus zu behandeln. 861 


Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht 


an einer eingetauchten Platte. 
. Von M. HANSEN in Aachen. 


(Mitteilung aus dem Aerodynamischen Institut der Technischen Hochschule Aachen.) 


ie vorliegende Arbeit berichtet über Messungen der Verteilung der Luftgeschwindigkeit 
in der Nähe einer ebenen Platte, die zum Luftstrom parallel gerichtet ist. 


1. Bezeichnungen, Definitionen und theoretische Ergebnisse. 


0 = Dichte der Luft, u — Komponente der (Grenzschichtluitge- 

«— Zähigkeit der Luft, schwindigkeit parallel zur Platte, 

v — kinematischer Zähigkeitskoeffizient, ö — Grenzschichtdicke, 

x — Abstand der Meßstelle von der An- 7, — Schubspannung an der Platte, 
strömkante, 1 — iR) 

y = Abstand der Meßstelle von der Platte, ER 

!—= Länge der Platte (50 cm), Ux 

b= Breite der Platte (38 cm), rar v MARSEENION. 

U — Luftgeschwindigkeit außerhalb der n—*V 
Grenzschicht, ei 





Für den Fall laminaren Strömungszustandes ist es bekanntlich L. Prandtl und 
H. Blasius'!) gelungen, die Geschwindigkeitsverteilung theoretisch zu ermitteln. Die 
lirgebnisse der Theorie sind kurz zusammengestellt folgende: 


) H. Blasius, Zeitschr. f. Math. u. Phys., Bd. 56 (1908), Heft 1. 
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Es sei x die Koordinate längs der Platte, y die senkrechte dazu, U die Geschwin 
digkeit des ungestörten Luftstroms. Die Geschwindigkeitsprofile für verschiedene Werte 
von x haben ähnlichen Verlauf, wobei die Entfernung, in welcher derselbe Wert der Ge- 


schwindigkeit auftritt, mit Ya wächst. Die Geschwindigkeit gehorcht dem Ansatz: 


u uf(y| & Dr un aan TEN 


Zum Vergleich mit dem Experiment ist es zweckmäßig, eine »Grenzschichtdicke 
einzuführen, obwohl man dieser keinen exakten Sinn zuschreiben kann, da die Geschwin 
digkeit « asvmptotisch in U übergeht. Man kann z.B. die Werte y als Grenzschicht- 
dicke bezeichnen, für welche die Funktion f um einen bestimmten Bruchteil (z. B. I vH) 
von 1 sich unterscheidet. Nähert man die Funktion f in Gl. (1) durch eine Parabel an, 
die in die Linie « = U unter Berührung übergeht, s- erhält man für den Uebergangspunkt: 


y-55| re ae DE 


Wir wollen für den Vergleich mit den Messungen diese Größe „ als: Grenzschichtdicke 
einführen. 
. . r . ıUu Yo. .> 
Die Reibung an der Wand wird durch 7, “ gegeben. Sie beträgt nach 
!y } 


der Blasiusschen Theorie 


-- 


To 0,332 0 U® ir ia TE 
AR 
Verschiedene Beobachtungen haben Prandtl zu der Vermutung geführt, daß die 
laminare Strömung bei wachsender Kennzahl in einen turbulenten Zustand übergeht (in 
ähnlicher Weise, wie dies bei der Strömung durch ein Rohr der Fall ist). Da wir das 
Klementargesetz der turbulenten Reibung bisher nicht kennen, läßt sich die Geschwindig 
keitsverteilung für diesen Fall theoretisch nicht ermitteln. Wenn man indessen die für 
Rohre experimentell festgestellte Geschwindigkeitsverteilung und das ebenfalls experimen 
tell gefundene Widerstandsgesetz auf den Fall der Grenzschicht überträgt, so läßt sich 
mit dem Impulssatz auch für diesen Fall die Grenzschichtdicke ermitteln. Diese Rech- 
nung wurde von Prandtl und v. Kärmän!) durchgeführt. Man findet für die Grenz- 
schichtdicke: 


V—=0370R-" . es a Se EN 
und für die Schubspannung: 
. r I ) \ | 
Zu = V,0220 0 l : er KB, 
“ ) } 
Die zugrunde gelegte Geschwindigkeitsverteilung lautet: 
I 
A .2 A ‚(y\’ .. ee 
Für 0 <y<o0 sei u-| und für y>o0 sei u, 
( 


2. Die Untersuchungen von Burgers und van der Hegge Zynen. In den 
Jahren 1923 bis 1925 untersuchten J. M. Burgers und B. G. van der Hegge Zynen‘) 
in der Aerodvnamischen Versuchsanstalt der Technischen Hochschule Delft die Gesehwin- 
digkeitsverteilang in der Grenzschicht für beide Strömungszustände und besonders für den 
Uebergang zwischen beiden. Im laminaren Gebiet fanden sie bezüglich der Grenzschicht- 
dicke gute Uebereinstimmung zwischen Theorie und Messung. Größere Abweichungen 
zeigte indessen der Verlauf der Schubspannung, und zwar sowohl, wenn man sie aus dem 
(Greschwindigkeitsgefälle an der Plat!e ermittelte, als auch auf Grund des Impulssatzes 
mit Hilfe der Formel 


u 


d 
n= o[u(v u dy. ee Fern : Ih 
d J e ) ' 
() 
Der Uebergang vom laminaren zum turbulenten Gebiet konnte mit ziemlicher Schärfe 
festgestellt werden, wenn man die durch Messung gefundene Grenzschichtdicke als Funk- 
tion der Koordinate © auftrug. Die so erhaltene Kurve zeigt bei einem bestimmten Wert 


von AR, einen ausgesprochenen Knick. Man kann diesen Wert von AR, als die »kritische 


I) Abh. a. d. Aerodyn, Inst. d. Techn. Hochsch. Aachen, diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 233 bis 208. 
3), Measurements of the veloeity distribution in the boundary layer alonz a plane surface, Delft 1924. 
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Kennzahl« bezeichnen. Andererseits kann man der Grenzschicht selbst eine Kennzahl 

: : 0: ER ;,; . = : 

zuschreiben, indem man die Größe /% — bildet. 7% und /}, hängen nach der Theorie 
” 

durch die Beziehung Au, —= 5,5 YA, zusammen, was auch durch die Versuche angenähert 

bestätigt wurde. Die Messungen zeigten, daß Rs zwischen 1650 und 3500 schwankt, also 

bedeutend größer ist als in Rohren. Bezüglich des turbulenten Bereiches ergaben die 


Messungen, daß die Proportionalität der (reschwindigkeit mit Vy angenähert zutrifit. Der 
Verlauf der Grenzschichtdicke entspricht nicht der Formel d = 0,370 x Rs, weil bei deren 
Ableitung vorausgesetzt wurde, daß der turbulente Strömungszustand bereits bei = = 0 
einsetzt, während in Wirklichkeit im Anfang bis zum kritischen Wert von 2, die Luft 
laminar strömt. Van der Hegge Zvnen hat die Formel durch Einführung eines Para- 
meters x, erweitert, indem er setzt: 
‚ 3 
Ö = 0,37 (& — 0)" (7) Be Ce. . 22 22 Po EEE: ee 

wobei x. insbesondere von der Ausbildung (Zuschärfang oder Abrundung) der Anström- 
kante der Platte abhängt. Durch die so abgeänderte Formel kann man die Mehergebnisse 
ut wiedergeben. 


3. Das Ziel der neuen Versuche und die Versuchseinrichtung. Meine 
eirenen Messungen sollten nun einerseits die Unstimmigkeiten klären, die in den soeben 
dargelegten Versuchen auftraten, andererseits die Geschwindigkeitsverteilung bei Vllatten 
mit rauhen Oberflächen ermitteln. 

Die Mittel für diese Ver- 
suche wurden von der Notgemein- 
schaft der Deutschen Wissenschaft 
zur Verfügung gestellt. 

Die Messungen wurden aus- 
geführt im Aerodynamischen In- 
stitat der Technischen Ilochschule 
Aachen am kleinen Windkanal 
Abb. 1 und 2), (Düsendurchmesser 
0 em, freie Meßlänge von der Düse 
bis zur Ansaugöfinung rd. 2,5 m), 
und zwar im freien Strahl, weil 
hierbei der statische Druck konstant 
bleibt, was für die angewandte 
Meßmethode wesentlich ist. 

Die genaue Regulierung der 
Windgeschwindigkeit U wurde durch 
Vergrößern oder Verkleinern der 
Ventilatoröfinung (a in Abb. ı) 
mittels aufgelegter Platte erreicht. 
Mittels Schiebers an einer Stelle 
b in Abb. 1) des geschlossenen 
Teiles des Windkanals zu regu- 
lieren, war nicht angängig, weil 
hierdurch der Lwitstrom zu sehr 
gestört wurde: doch wurde dieses 
Drosselverfahren angewendet, um | 
künstlich Turbulenz zu erzeugen. m, 
Die verwendeten Meßplatten sind | 
in Zahlentafel 1 zusammengestellt. bb. 2. 

Abb. 3 zeigt die. zugehörigen 

kauhigkeitsprofile. Die Platten wurden nacheinander in einen Holzrahmen des Versuch- 
standes eingebaut. Unter der jeweiligen Platte befand sich auf einem Betonklotz 
ein Drehbankbrett, auf dessen Support das Meßinstrument befestigt war. Diese Anordnung 
ermöglichte es, das Meßinstrument längs der Platte und senkrecht dazu zu verschieben. 
x wurde an einem Maßstab längs der Platte abgelesen, y (Wandabstand) mit einer am 
Support eingebauten Schieblehre von '/,o mm Genauigkeit. Die Staudruckablesung er- 
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188 Hansen, Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschicht Math und Mech. 
Zahlentafel 1. Verwendete Versuchsplatten. 
Platte Dicke Anströmkante 
Dural (Walzhaut), glatt 2,5 mm spitz ı— 
Glas (glatt 9 ınım rund Nam 
ET 
Glas (glatt) 4,5 mm spitz = 
Dural (Walzhaut), glatt 6 mm spitz D—n — 
Glas (wellig) . 8 mm rund “ N 
Glas (rauh D . 15 mm spitz + 
las (rauh Z- 
Glas (rauh II) 3.5 mm rund Pe 
Länge der Platten: !=50 cm, 
glor u. 5 2 zu 
weilıg 
EIER EEE EERATT. 
a nn en 
Abb. 3.5 
on folgte mittels zweier Alkoholstaudruck- 
| | messer. Temperatur und Druck wurden 
’ Angabe des. großen Pitotrohres während der Versuche fortlaufend ab- 
Te | | | gelesen. 
| | | | | Während die Delfter Messungen 
90 a 1 Unterschied in den Ängaber—\| mit einem Hitzdrahtinstrument vorgenom- 
I | Weßrährchensugg| men wurden, habe ich mich für die 
F PaueR t ngade ed hr une Messung mit Pitotröhrchen entschieden, 
80 “Tr | | A a hei i die verhältnismäßig einfach durch Aus- 
| | nach dem Schleifen der Ofmrg\ ziehen und Umbiegen der Enden aus 
70 7 keinüntersced\ | | | | Glasröhrchen von sehr geringem Durch- 
| | ee | | . 
| die Angaben des großen| messer hergestellt werden konnten. Die 
ect — und kleinen Rohres - dünnsten von mir erzielten Röhrchen 
stimmen überein. hatten einen Außenduarchmesser von 
r | RER GER 0% 0,135 mm. Jedoch stellten sie sich zu 
er | | | | langsam ein, so daß die Ablesungen zu- 
| | | | viel Zeit gekostet hätten. 
sc I | anne Äiuunenen Yeatanıdı n u a Am besten bewährte sich Meß- 
| | | | röhrechen Nr. XIII (Außendurchmesser 
3-8 + > N — 0,35 mm, Innendurchmesser 0,21 mm). 
ER | | | | Es lieferte die Hauptzahl der Messungen. 
" S,- | Er Bi Abb. 4 zeigt die Eichkurven des ge- 
. Rs | | | nannten Röhrchens. Es wurden zunächst 
Zu | | | | | seine Angaben mit denen eines normalen 
OST 7 re 1 | Pitotrohres verglichen. Zeigten sich Ab- 
| | | Linmin | weichungen, so konnte man diese zumeist 
| | e ; 2 ; - 3 durch Abschleifen der Oeffnung des Rohr- 
EEE £ 7 2 j 
Rasse) 7 endes beseitigen. Die Messungen konn- 
Abb. 4. ten nur in einem Geschwindigkeitsbereich 
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von 4 m/s bis 36 m/s ausgeführt werden, da bei größeren Geschwindigkeiten das Meß- 
röhrchen stark vibrierte. 

Um den Abstand zwischen Röhrchen und Platte genau festzustellen, mußte ich die 
lage ermitteln, in der das Röhrchen die Platte berührte. Diese Lage ist durch Zusammen- 
fallen der Röhrchenspitze mit ihrem Spiegelbild leicht zu erkennen (Abb. 5). 


Zur Einstellung der Platte genügte es, sie mittels eines Winkels senkrecht zur 
Düsenebene zu stellen. Eine genauere Einstellung scheint nicht nötig zu sein; denn ein 
Vergleich der Geschwindigkeitsverteilung an beiden Seiten der Platte zeigte, daß diese 
für eine geringe Schiefstellung ziemlich unempfindlich war. 


4. Ergebnisse. 4a. Laminarer Strömungszustand. Abb. 6 zeigt die Er- 
gebnisse für die dünne Duralplatte Nr. 1. Man sieht, daß die gemessene Geschwindig- 
keitsverteilung mit der theoretisch berechneten sehr gut übereinstimmt. Das Geschwindig- 
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keitsverhältnis ist als Funktion der Größe y _ aufgetragen, und es zeigt sich, daß 


innerhalb der Meßgenauigkeit die Profile dem Aehnlichkeitsgesetz gut gehorchen. 
/ 


In Abb. 7 ist die Grenzschichtdicke als Funktion der Größe 7 aufgetragen und 





zeigt ebenfalls gute Ueberein- 
3. Po stimmung mit der Theorie. 
E03 | | Bei der dickeren Platte 
Nr. 4 (Abb. 8 und 9) zeigen die 
ersten Profile (kleine Werte von 
x) systematische Abweichungen, 
die bei größeren Profilen ver 
schwinden. 

Abb. 10 gibt eine Nach- 
pz = = | | | prüfung der Impulsbilanz durch 
He | Pr: Vergleich der aus dem Ge- 
: schwindigkeitsgefälle ermittelten 
I | “2 =25 » (Übergang) & Schubspannung mit dem Wert, 
welcher aus der Impulsmenge 
mittels der Formel (6) gefunden 
ren / 2 u ; u - u. 7 wurde. 





Jıche Duralk /a He Nr 4 


U= 16. m/s 
or =-scm t—, 

















Wie man aus der Abbil- 
Ve: dung ersieht, fallen die beiden 

J aus den eigenen Messungen er- 
Abb. 9. mittelten Werte ziemlich gut zu- 
sammen, während sich bei den 
Burgersschen Messungen eine 
| N | Diskrepanz zeigt. Bei den 
| M | eigenen Messungen ergeben sich 

9 Differenzen wieder am Vorder- 
| teil der Platte. Daraus läßt sich 
vermuten, daß die geringen Ab- 
weichungen bei meinen Messun- 
gen durch den Einfluß der Vor- 
derkante entstehen, während bei 
den Burgersschen Messungen 
ein weiterer Grund vorhanden 
20 sein muß. 








30 
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n70 


vr)“, 
/ 1; 


.. 20 

S Um den Einfluß der end- 
‚SQ lichen Plattendicke, besonders 
N aber den Unterschied zwischen 


oh uld- u/dyinkgfm{in® = 


abgerundeter und zugeschärfter 
| Platte zu ergründen, habe ich 
„ Burgers m versucht, zunächst die Potential- 
strömung und dann den Verlauf 
der Grenzschichtdicke für solche 
Platten zu berechnen. Die Be- 
rechnung der Potentialströmung 
geschah nach der sogenannten 
inversen Methode, indem ich 
Quellerverteilungen annahm, 
Abb. 10. welche, auf die Parallelströmung 
überlagert, ähnliche Stromlinien- 
formen ergaben wie die von mir verwandten Platten. Das abgerundete Profil kann durch 
punktförmige Quellen erzeugt werden, während man stetig verteilte Quellen annehmen 
muß, wenn man das zugeschärfte Profil ersetzen will. 
Der aus der Quellenverteilung berechnete Geschwindigkeitsverlauf ist aus Abb. 11 
ersichtlich. Außer der Geschwindigkeit ist ihr erster und zweiter Diiferentialquotient nach 
der Bogenlänge angegeben, da diese Größen zur Ermittlung der Grenzschichtdicke not- 
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wendig sind. Die Grenzschicht- 
dicke wurde so berechnet, wie 
in der Arbeit von A. Pohl- 
hausen!) angegeben ist. Ab- 
bild. 12 gibt den Verlauf der 
Größe z=0°/vr für die beiden 
in Abb. ı1 dargestellten Fälle. 
Bei der abgerundeten Platte 
»unktförmige Quelle) wächst die 
Grenzschichtdicke sehr schnell, 
und es tritt Ablösung ein. Bei 
der zugeschärften Platte (lineare 
(Juellenverteilung) ist dagegen 
die Abweichung von dem Bla- 
siusschen Fall (unendlich dünne 
Platte) nicht sehr bedeutend. 
Dieses Ergebnis ist im Einklang 
mit der Beobachtung, daß bei 
der abgerundeten Platte schon 
in geringer Entfernung von der 
Vorderkante die Grenzschicht 
turbulent wird, während bei der 
zugeschärften Platte der lami- 
nare Charakter der Strömung 
sehr lange bestehen bleibt. 
Was nun die Messungen 
von Burgers und van der 
Hegge Zynen anbelangt, so 


konnte diese Rechnung die be- 


deutende Diskrepanz zwischen 
[heorie und Experiment, die 
2. B. bezüglich des Geschwindig- 
keitsgefälles an der Wand ge- 
funden wurde, nicht aufklären. Die 
kechnung könnte höchstens heran- 
gezogen werden, um die S-förmi- 
gen Geschwindigkeitsprofile zu er- 
klären, welche die genannten For- 
scher gefunden haben. Die Grenz- 
schichttheorie liefert in der. Tat 
solche Geschwindigkeitsprofile, falls 
ein Druckanstieg bzw. eine Ge- 
schwindigkeitsabnahme [’ = — <o 
z 
in Abb. 11| vorhanden ist. 

Der Grund, weshalb Bur- 
gers und van der Hegge Zynen 
eine bedeutende Abweichung gegen 
die Blasiussche T'heorie gefunden 
haben, während meine Messungen 
eine viel bessere Uebereinstimmung 
zeigen, liegt meiner Ansicht nach 
darin, daß die Delfter Versuche in 
einem geschlossenen Windkanal, 
meine aber in einem freien Strom 
durchgeführt worden sind. Beim ge- 
schlossenen Windkanal muß entspre- 


I) Abh Aerodyn. Inst. Aachen, 
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chend dem Reibungswiderstand der Wände und der untersuchten Platte selbst ein Druckabfall 
bzw. eine Vermehrung der Geschwindigkeit außerhalb der Grenzschicht entstehen. Die zwi- 
schen Kanalwand und Meßplatte durchströmende Luft befindet sich ungefähr in einem ähn 
lichen Strömungszustand wie in der Anlaufstrecke eines Rohres. Die hierdurch bedingten 
Abweichungen von der Blasiusschen Theorie lassen sich angenähert rechnerisch fassen, 
da van der Hegge Zynen, wenn auch an anderer Stelle!) und zu anderem Zweck, die 
Zunahme der Geschwindigkeit längs der Meßplatte selbst festgestellt hat. Er setzt die 
mittlere Zunahme der Geschwindigkeit - = ä !/, Der Faktor # bedeutet die Zunahme 
der Geschwindigkeit für die gesamte Länge / in Bruchteilen der Geschwindigkeit U 
Van der Hegge Zynen findet z. B. ? = 0,06 für Ü= S m/s. Ich habe nun nach der von 
K. Pohlhausen angege- 
benen und oben von mir 
Burgers benutzten Methode denEin 
fluß der Geschwindigkeits- 
zunahme auf die Grenz 
schichtdicke untersucht und 
für diese geringere Werte 
gefunden, als nach der 
Blasiusschen Theorie zu 
erwarten war. Eine Ab- 
weichung in demselben 
Sinn zeigen in der Tat die 
Deliter Messungen. Man 
kann das Geschwindigkeits- 
gefälle an der Platte für 
beide Fälle vergleichen. 
Zu diesem Zweck habe ich 
diese Größe in der Weise 
8 f Burger? / Burger berechnet, daß ich in die 
Pohlhausensche Diiie- 
rentialgleichung der Grenz 
schicht die von van der 
Hegge Zynen experi- 
mentell gefundenen Werte 
für d und den obigen Wert 






/ Burgers 





gl 
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\ Blasıus 








IM cm x 20cm 






schort 
für U — eingesetzthabe. 
dx 
Abb. 13 zeigt das Ergeb- 
nis. Die ausgezogene Linie 
gibt das Geschwindigkeits- 
oe PER EH BET a gefälle nach der Blasius- 
RAste) schen Berechnung, die ge- 
strichelte zeigt dieselbe 
Größe nach meiner Rech- 
nung mit Berücksichtigung 
des Geschwindigkeitsgefälles im Kanal. Man sieht, daß die Uebereinstimmung bis auf den 
letzten Wert, der einem Geschwindigkeitsprofil in der Entfernung x = 62,5 cm von der 
Plattenvorderkante entspricht, sehr gut ist. Bei diesem Profil ist unverkennbar bereits 
ein Uebergang in den turbulenten Strömungszustand vorhanden, so daß eine Ueberein- 
stimmung nicht mehr erwartet werden kann. 


Die soeben vorgenommene Berechnung zeigt auch, daß die Ausbildung der Grenz- 
schicht gegen verhältnismäßig geringfügige örtliche Schwankungen der Geschwindigkeit 
des Luftstromes längs der Platte sehr empfindlich ist, so daß solche Messungen eigentlich 
mit einer sehr genauen Kontrolle des statischen Druckes verbunden werden müssen. So 
kann auch eine wellige Gestalt der Platte auf die Ausbildung der laminaren Grenzschicht 
Einfluß haben. 








Abb. 19», 


') Mededeeline No. 6, Thesis, Delft 1924. S. 39 bis 42. 
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4b. Uebergang zwischen laminarem und turbulentem Strömungs” 
ustand. Wir haben bereits bemerkt, daß man der Grenzschicht eine kritische Kenn- 


zahl Rs = 5,5 YA, zuschreiben kann, bei welcher der Uebergang vom laminaren zum 
turbulenten Zustand stattfindet. Ich habe Z5 nach zwei Methoden zu bestimmen versucht. 
Der Uebergang zeigt sich durch plötzliches Anwachsen einerseits der Grenzschicht, an- 
dererseits der Schubspannung. Van der Hegge Zynen hat As bestimmt, indem er die 
Grenzschichtdicke auftrug. Ich habe zuerst in ähnlicher Weise (Abb. 14) die dimensionslose 


._ y vXx . . To . r » 
Größe s/] 2 dann aber auch die Größe als Funktion der Kennzahl auf- 


ri om | 
U’l/e(vrx&)” 1a 





retragen. Beide Größen müssen für eine 78 
"rein laminare Grenzschicht konstant sein. 








Trotz der Streuung der Meßpunkte sieht er 

man ziemlich klar einen Knick bei 76\ 

l?3= 3100. Dies Ergebnis stimmt über- 15 

ein mit den Deliter Messungen. Ver- 

oleicht man diesen Wert von As mit 79 

der kritischen Kennzahl der Rohre oder 13 ee ee 
der Ringe, so erscheint er auffallend aus Grenzschichtdicke 
hoch. Berücksichtigt man nämlich, daß 2. A DR Ta Aa: se ram nam 
als hydraulischer Radius in unserem 7 

Fall sinngemäß die Grenzschichtdicke zu 

nehmen wäre, so beträgt As etwa das en u 

sechsfache des für hohre gültigen Im, 

Wertes. Es ist indessen zu beachten, ; 


daß auch bei Rohren und Ringen in sehr 
weitem Maße durch ruhige Zuströmung 7 
der Wert der kritischen Zahl erhöht 














werden kann. Im Fall der zugeschärften e I. 

Platte haben wir nun eine verhältnis- st —-—, 

mäßig ruhige Zuströmung. Wird sie ge- di 

stört, z. B. dadurch, daß die Grenz- > 

schicht an einer abgerundeten Vorder- N 3 | | 

kante eine Ablösung erfährt, so findet u. | | EN AB 7 

der Uebergang bei niedrigerer Kennzahl > | a 

statt. Auch wenn der luftsirom selbst, 2 6 S Fuue rag a j T 

z. B. infolge starker Drosselung, turbu- T 70002000, _3000 14000. RO | Lu 3 
ienter als beim normalen Betrieb war, __ en 7232094 E20 ee 9 mn % 
fand ich, daß der Umschlag früher er--r 

olete. Die untere Grenze von 2; wurde Abb. 14. 


bisher nicht festgestellt. Abb. 15 und 16 
eben Beispiele der Geschwindigkeitsverteilung für den Uebergangsbereich. 


4c1. Turbulenter Strömungszustand an der glatten Platte. Da bei den 
Vorversuchen sich ergab, daß durch Abrunden der Anströmkante der Uebergang zum 
turbulenten Strömungszustand beschleunigt wird, so wurde an der Vorderkante der glatten 
(Glasplatte eine runde Holzleiste angesetzt. Bei dieser Anordnung konnte schon bei 
© = 10 em turbulente Geschwindigkeitsverteilung festgestellt werden. Die Messungen be- 
zogen sich auf den Geschwindigkeitsbereich zwischen 16 m/s und 36 m/s. Zwischen 
= 10em und 2 =50cm wurden die Profile von 5 zu5cm ausgemessen. Die jeweilige 
Schubspannung an der Wand wurde aus der Formel (6) bestimmt. Eine unmittelbare 
Bestimmung mit Hilfe des Geschwindigkeitsgefälles an der Wand konnte nicht vorge 
nommen werden, weil die Messung mit dem Pitotrohr in unmittelbarer Nähe nicht die 
genügende Genauigkeit gewährleistet. 

Die Ergebnisse der Messung sind in Abb. 17 dargestellt. In Abb. 17 ist sowohl 
der Abstand von der Wand als auch die Geschwindigkeit in logarithmischem Maßstab 
aulgetragen; es zeigt sich dabei, daß, abgesehen von der unmittelbaren Wandnähe 
(y <i mm), die Geschwindigkeitsverteilung durch ein Potenzgesetz sich ziemlich gut an- 
nähern läßt. 

In Abb. 15 ist nun das Geschwindigkeitsverhältnis «/U als Funkıion der Verhältnis- 
zahl „/ö ebenfalls in logarithmischem Maßstab dargestellt. Die Werte ö sind aus Abb. 17 
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durch den Schnittpunkt der geneigten Linien mit der Horizontalen «/T/ gewonnen worden. 


Mit anderen Worten: 


Verschiebung in horizontaler Richtung zur Deckung gebracht. 


Neigung der Linien, d.h. 


keit abhängt. Setzt man 


[Zi 


l 


Proportionalitätsfaktor) . 


die verschiedenen x&-Werten entsprechenden Linien wurden durch 


Abb. 15 zeigt, daß die 


der Exponent des Potenzgesetzes, etwas von der Geschwindig- 


(8), 
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so wächst der Exponent n mit der Geschwindigkeit. Man erhält z. B. für 


U=-20m n=0,186; U=-28m n= 0,196; U=36m n= 0,198. 
Die Exponenten, die für die glatte „, EEE ERNEST METER a 
Platte nach diesem Verfahren ge- | | BEE el I | 
- ” — \ { 
wonnen worden sind, sind durch- | x:Ocm ———— | 


wez höher als der durch Prandtl % 


E FF —— 28 m/s [| - 
und v. Kärmän aus dem Wider- u u 
dsgesetz abgeleitete Exponent I | we us 
stan : u ” oO u. : ‚ N | Y /0 u | 
= "N, = 0,143. Dies liegt in- = —a ——— u 


dessen teilweise daran, daß bei 
der Auswertung die Meßpunkte 
< mm weggelassen worden sind. 

Wenn man die Geschwin- 
digkeitsverteilung durch ein Potenz- 
sesetz interpoliert, so kann man 
das Integral in Formel (6) aus- 








werten. Führt man die Grenz- I 
schichtdicke d in dem oben er- Abb. 17. 
wähnten Sinne ein, so findet man 
do _. 
nn = Bee a Da re Br a De 
dz 
* [3 . . [7 [2 1 1 
wobei die Zahl a mit dem Exponenten n durch die Beziehung a — — zu- 
n + 1 2n+I1 


sammenhängt. Die Ermittlung der Schubspannung habe ich im allgemeinen mit Hilfe 
der Formel (9) vorgenommen. 
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Abb. 1 8. 


Wenn man die Annahme macht, daß zwischen Schubspannung, Abstand von der 
Wand und Geschwindigkeit eine eindeutige Beziehung besteht, in der nur die physikali- 
schen Konstanten Dichte und Zähigkeit vorkommen, so kann diese Beziehung in der Form 


To ‚juUy 
zn ee DEREN Eu 
0 u* / | v ) 


geschrieben werden. Diese Gleichung ist der allgemeine mathematische Ausdruck der 
Prandtlschen Dimensionsbetrachtung, die zu der oben (in der Einleitung) angeführten 
Y .. ” ” * ” ” ”. * “ .. ! 

Formel für die turbulente Geschwindigkeitsverteilung führt. Die Größe “” kann man al; 


/ 


eine Art Kennzahl 72, für die Stelle , ansehen. 
Interpoliert man die Geschwindigkeitsverteilung durch eine Potenzformel, so erhält 
man Gl. (10) in der Form 
To FR 7 Y /H 
=) EREFGE TE MEERBSE  ; $" 
oO u” v 


Zwischen den Exponenten n und m besteht offenbar die Beziehung m . Gist 


eine Zahl, die nun aus den Messungen ermittelt werden kann. 
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v. Kärmän gelangt auf Grund des Blasiusschen Widerstandsgesetzes zu den 


Fe) 
Werten: {= 0,0225, m — 0,25, n= 0,143. Ich habe nun zunächst das gesamte Material, 


) 
das ich für die glatte Platte gewonnen habe, mit der v. Kärmänschen Theorie ver- 
) Mm uy u 
glichen (Abb. 19). Man sieht, daß die Punkte für kleine Werte von ‚ etwa für 
r 


uy . . r . u. .. . 
2000, um die theoretische Kurve streuen, während für größere Werte eine systema 


y 


tische Abweichung auftritt. Dementsprechend erhält man, wenn man die Werte in 
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unmittelbarer Nähe der Wand wegläßt, wie ich oben erwähnte, größere Werte für n als 
N 0,149. 


te2. Turbulenter Strömungszustand an rauhen Platten. Nach den 
Messungen an der glatten Platte maß ich die Geschwindigkeitsverteilung an einer welligen 
Platte und zwei rauhen Platten. Es zeigte sich dabei, daß die Interpolation mit der 
Potenzformel sich auch in diesem Falle gut bewährt. Das Material wurde in derselben 


Weise wie bei der glatten Platte bearbeitet, vergl. Abb. 20 bis 22. 
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Abb. 20. 


Weiterhin wurde aus dem Impulsintegral der Widerstand bzw. die Schubspannung 
bestimmt. Ich habe zum Vergleich das Impulsintegral einmal auf Grund der Meßpunkte, 
dann aber auch mit Hilfe der Formel (9) ermittelt. Bei der Platte mit der größten 
hauhigkeit zeigten sich dabei größere Abweichungen, ojienbar deshalb, weil die Inter- 
polation mit Hilfe des Potenzgesetzes nicht bis zum Werte w= U oder y=$ gilt, sondern 
die Verteilungskurve der Geschwindigkeit eine stärkere Abrundung zeigt. In diesem 
Falle wurde natürlich das exakte Impulsintegral zur Berechnung der Schubspannung 


herangezogen. 
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Abb. 21. 











Ztschr. f. angew, 


198 Hansen, Die Geschwindiekeitsverteilunge in der Grenzsechicht Math. und Mech. 

| —Tttt2> Es lag nun nahe, zu prüfen, 

9 BT | wie weit man die Schubspannung 
| 


Bl u a durch die Formel (11) darstellen 
7,‘ Be kann. Abb. 23 und 24 zeigen das 


Ergebnis. Als Ordinate ist die 


} 
\ 


6 ) I u ua / To r ur ’ 
| FI u ' Größe „ als Abszisse = beide 
A ! | 4 u” 
Fe ı im logarithmischen Maßstab, auf- 


getragen. Man sieht zunächst, daß 
78 03 » der Absolutwert des Exponenten m 
einerseits mit wachsender Rauhig- 
keit, andererseits mit wachsender 
Geschwindigkeit zunimmt. 

Die Zahl { variiert für das 
gesamte Material zwischen 0,03 
und 0,6, der Exponent n zwischen 
— 0,3 und — 0,5 und entsprechend 
der Exponent rn zwischen 0,186 
und 0,325. Ich habe nun die merk- 
würdige Beobachtung gemacht, daß 
die Werte von £ als Funktion von 
rn im logarithmischen Maßstabe auf 
75 E ” 4 5 6 78 3 7 einer geraden Linie liegen. 

Die grundsätzliche Bedeu- 
tung der gewonnenen Krgebnisse 
ist meiner Ansicht nach die, daß 
anscheinend eine eindeutige Beziehung zwischen dem Exponenten der Geschwindig- 
keitsverteilung und dem Beiwert { besteht. {© entspricht dem Beiwert, den die Theorie 
für den Idealfall der glatten Platte als konstant voraussetzt; nur sind für rauhe 
Platten sowohl die Größe {© als auch der Exponent m keine Konstanten mehr, sondern 
sie hängen außer von der Rauhigkeit auch von der Geschwindigkeit ab. Man kann ver- 
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. . . .. uU% .. . . . 
muten, daß beide von der dimensionslosen Größe abhängen (x = mittlere Rauhigkeits 
m 


erhebung). Das allgemeine Widerstandsgesetz würde dann die Form erhalten: 
(' -} 
To =. (“*) v j L (- -) | | (1»), 
ou v, " } 
Es muß dahingestellt bleiben, ob diese Gleichung nur eine Interpolationsformel darstellt 
oder aber eine Gesetzmäßigkeit ausdrückt. 844 


Der Einfluß der Wandrauhigkeit 


auf die turbulente Geschwindigkeitsverteilung in Rinnen. 
Von WALTER FRITSCH in Aachen. 


ährend über den Druckabfall in rauhen Rohren und Rinnen eine Reihe von Versuchen 

vorliegt, wie z. B. die ausführlichen Untersuchungen von Hopf und Fromm), ist 

die Geschwindigkeitsverteillung über den Strömungsquerschnitt bis jetzt nur bei 
glatten Rohren untersucht worden. Das Ziel meiner Arbeit war, auch für rauhwandige 
Rinnen die Geschwindigkeitsverteilung zu ermitteln. 

Die Auswahl des Versuchsmaterials geschah in Anlehnung an die Arbeit von Hopf 
und Fromm; auf Grunrd ihrer Messungen kann man nach Hopf bezüglich des Wider- 
standsgesetzes drei typische Fälle unterscheiden, je nachdem der heibungswiderstand 
langsamer als das Quadrat der Geschwindigkeit, ihm proportional, oder schneller wächst. 
Der erste Fall liegt bei glatter und welliger Oberfläche vor, der zweite bei rauher und 
der dritte bei zackiger Oberfläche. Ich untersuchte Rinnen mit Rauhigkeiten ähnlich 
denen, die Fromm verwandt hat. 

Außer an rauhen Rinnen wurden auch Messungen an glatten ausgeführt, um das 
vorhandene Material zu bereichern und den Anschluß an die Messungen an rauhen Rinnen 
herzustellen. 


1. Versuchsanordnung. Die Versuche fanden statt im Aerodvnamischen Institut 
der Technischen Hochschule zu Aachen. Die erforderlichen Mittel wurden von der Not- 
remeinschaft der Deutschen Wissenschaft zur Verfügung gestellt. 

Als Flüssigkeit wurde Wasser verwandt, das aus der städtischen Leitung entnommen 
und zunächst in einem Hochbehälter gesammelt wurde (Abb. 1); die Wassermenge ließ 
sich bis auf 14 1]/s steigern. In dem Hochbehälter war eine Querwand angebracht, die 
als Ueberlauf diente, so daß bei Wasserüberschuß stets gleiche Wasserhöhe über dem 
Versuchsrohr gesichert war. Aus dem Hochbehälter gelangte das Wasser über einen 
Regulierhahn und einen kleinen Windkessel zunächst in einen Beruhigungskessel, in dem 
mitgerissene Luft sich ausscheiden konnte. Hierzu war ein Entlüftungsrohr (aus Glas) 
auf dem Beruhigungskessel angebracht. (Es zeigte sich übrigens, daß, sobald Beharrungs 
zustand eingetreten war, nur sehr wenig Luft von dem Wasser mitgeführt wurde, die dann 
in größeren Luftblasen durch das Entlüftungsrohr entwich.) Der Beruhigungskessel ver- 
jingte sich an der Wasseraustrittseite konisch bis zu einem Querschnitt von 155 > 35 mm, 
an den dann die eigentliche Versuchsrinne angeschlossen wurde. Aus dieser strömte das 
Wasser zunächst wieder in ein Beruhigungsgefäß und dann durch eine Gleichlaufrinne’ 
in ein Ponceletgefäß zur Wassermengenmessung mittels Düsen. Um den Zufluß zu dem 
Ponceletgefäß möglichst gleichmäßig und ruhig zu gestalten, war oben in dem Gefäß ein 
kräftiges Sieb angebracht, das das Wasser erst über die ganze Gefäßoberfläche verteilte, 
ehe es durchfloß. 

Die Versuchsrinne (Abb. 2) hatte rechteckigen (Juerschnitt und war 2000 mm 
lang und etwa 150 mm breit; ihre Höhe konnte zwischen 10 und 35 mm verändert werden; 
hierzu waren sauber vierkantgehobelte Eisenschienen vorgesehen, je zwei von 10, 15 und 
25 mm Stärke und 2000 mm Länge. Die Abdichtung erfolgte bei glatten Platten durch 
glatte Gummistreifen von 1 oder 1,5 mm Dicke; bei den »rauhen« Platten bewährten sich 


I) Abhandlungen des Aerodynamischen Instituts Aachen, Heft 2, diese Zeitschr. Bd. 3 (1923), 
S. 329 bis 358. 

*, Eine Rinne mit mehreren Längsrippen, die die seitlichen Wasserbewegungen fast gänzlich 
zum Verschwinden bringen, 
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Schaumgummistreifen als ein sehr gutes Dichtungsmittel; sie konnten freilich nur einmal 
gebraucht werden. Etwa noch auftretende Undichtigkeiten und vor allem der Uebergang 
zwischen Beruhigungskessel und Versuchsrohr wurden mit Paraffin abgedichtet. Paraffin 
eignet sich vorzüglich als Dichtungsmittel, wenn der zu dichtende Körper ganz trocken 
ist. Dies wurde mittels eines »Föhn«-Trockenapparates erreicht. 








Es wurden folgende Platten benutzt (Abb. 3): 
I. glatt. Geschliffene Spiegelglasscheiben von 20 mm Stärke. Zu beachten ist, 
daß solche Spiegelglasscheiben keineswegs absolut eben sind, sondern, durch 
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die fabrikatorische Herstellung bedingt, leicht konvex ausfallen. Die elastische 
Nachgiebigkeit solcher Scheiben ist aber so groß, daß sie sich in die ge- 
wünschte Form biegen lassen. 

2, wellig. Fußboden-(rlasplatten mit leichten Wellen, die den Platten ein schlieren- 
artiges Aussehen verleihen; Plattenstärke 15 mm; Wellenhöhe maximal 0,77 mm, 
im Mittel rund 0,5 mm; Wellenberge rund 30 bis 50 mm voneinander entfernt. 

3. rauh I. Fußboden-Glasplatten auf Sand gegossen und ausgewalzt. (Der Sand 
drückt sich dadurch in dem Glase ab; eine Anzahl Sandkörner backen dabei 
fest und sitzen dann in der Oberfläche des Glases.) Stärke 20 mm; Wellen- 
höhe maximal 0,34 mm, im Mittel rund 0,25 mm; Abstand der Wellenberge 
lı bis 3 mm. 

ı, rauh II. Gewöhnliches Riffelglas, wie es für Blindfenster verwendet wird. 
Wellenhöhe maximal 0,77 mm, im Mittel 0,50 mm; Abstand der Wellenberge 
1,5 bis 3 mm. 

5. und 6. zackig (von Fromm mit »Sägeprofil« bezeichnet). Ein mit der Fräsmaschine 
ausgenutetes Zinkblech, das schon von Fromm für seine Versuche benutzt 
wurde (1921); Form: sägeartig, scharfkantig; das übrige sagt Abb. 3. Da 
aber bei dieser Rinne die Strömungsrichtung (ob gegen die Zacken oder mit 
den Zacken) eine große Rolle spielt (der Widerstand ist in ersterem Falle 
etwa doppelt so groß), mußte hier dementsprechend noch ein Unterschied ge- 
macht werden; es ist darum bei Strömung mit den Zacken der Rauhigkeits- 
grad mit »zackig I«, gegen die Zacken mit »zackig II« bezeichnet. 

Um eine einseitige Ablenkung des Austrittsstrahls durch die Schwere zu vermeiden, 
wurde die untere Platte stets 100 bis 150 mm länger gelassen als die obere Platte, d.h. 
lso: Gesamtlänge der Unterplatte 2150 mm. 

Im Gegensatz zu Fromm, der seine Rinne zusammenschraubte, wurden hier die 
Platten mit den Schienen durch kleine Eisenzwingen zusammengehalten, die im Abstande 
von rund 200 mm beiderseitig angebracht waren (Abb. 2) und mit denen durch verschieden 
starkes Anziehen eine der Länge nach konstante Rinnenhöhe eingestellt werden konnte. 
Hierbei wurde unter der Annahme, daß der Druckabfall (die Einlaufstrecke nicht mit ein- 
begriffen) geradlinig ist, folgendermaßen verfahren: Mit Hilfe eines Stichmaßes wurde die 
Rinnenhöhe am Ausfluß und etwa 1500 mm vorher in Uebereinstimmung gebracht. Da- 
nach wurden alle zwischenliegenden Zwingen lediglich so stark angezogen, bis die Drücke 
Ier zugehörigen Meßstellen sich auf einer geraden Linie einstellten. Ging man departig 

'i der glatten Rinne vor, so war die Rinnenhöhe über diesen Bereich innerhalb der 

meßbaren Genauigkeit parallel. Der Wert dieser Einstellmethode liegt jedoch weniger 
in der bequemeren und rascheren Äusrichtungsmöglichkeit, als darin, daß bei den rauhen 
Glasplatten ebenso verfahren werden konnte; denn hier stößt die geometrische Abstands- 
bestimmung der beiden rauhen Flächen voneinander auf große Schwierigkeiten, um nicht 
zu sagen, sie ist praktisch undurchführbar (ausgenommen das Sägeprofil, bei dem die 
"orm geometrisch bestimmt ist). 
(remessen wurden: 

Druckabfall entlang des ganzen Versuchsrohres (statische Druckverteilung), 

Staudruck am Ausfluß, und zwar in der Mitte des Rohres parallel zur kurzen Seite 

über die ganze Rinnenhöhe, 
Temperatur und Durchflußmenge. 


Um den Druckabfall zu ermitteln, war jedesmal eine der zueinander gehörenden 
Schienenpaare (10, 15, 25 mm) mit seitlichen Anbohrungen versehen, die möglichst sauber 
hergestellt waren. Da die kleinste Ungenauigkeit einer solchen Anbohrung, ein Grat, 
etwas Rost oder Schmutz genügt, um das Meßergebnis fühlbar zu beeinflussen, waren 
ber die ganze Schienenlänge (2000 mm) 19 Bohrungen (1,5 bis 2,0 mm Dmr.) verteilt, 
von denen 12 bis 15, wenn man die »Einlaufstrecke« abrechnet, zur Bestimmung des 
Druckabfalls in Frage kamen. Auf diese Weise dürfte man wohl gute Mittelwerte er- 
halten haben. Die Bohrungen waren mittels Gummischläuchen mit Glasrohren von 15 mm 
ichter Weite verbunden, hinter denen eine Skala mit Millimetereinteilung angebracht 
war (siehe Abb. ı). Vor jedem Versuch wurden die Bohrungen mit gewöhnlichen Pfeifen- 
'einigern von Schmutz oder Rost sorgfältig gereinigt. 

Zur Ermittelung der Geschwindigkeitsverteilung, der Hauptaufgabe dieser 
\rbeit, wurde der Staudruck am Ausflußquerschnitt gemessen. Da eine Riückwirkung der 
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Strahlablenkung nach dem Ausfluß auf die Geschwindigkeitsverteilung besteht, wurden 
die Messungen des Staudrucks stets innerhalb der Rinne, etwa 10 mm vom Auslluß ent- 
fernt, vorgenommen. Versuche, die 35 mm innerhalb der Rinne gemacht wurden, er 
gaben, daß rund !0 mm völlige genügen, um symmetrische und einwandfreie Profile zu 
erhalten. 

Die Messung erfolgte mit gezogenen Glasröhrchen von 0,3 bis 0,4 mm Außendurch 
messer und 0,2 bis 0,53 mm Innendurchmesser an der Spitze Aus Festigkeitsgründen 
waren sie leicht konisch gehalten. Der horizontale, in der Strömung befindliche Teil war 
etwa 30 mm lang, so daß der Schaft rund 20 mm hinter dem Ausflußquerschnitt lag 
(s. Abb. 4). Die Notwendigkeit hierzu ergab sich aus den Vorversuchen (siehe diese) 
Die Spitze des gläsernen Meßröhrchens wurde auf einem weichen Abziehstein sauber ab 
geschliffen und dann unter dem Mikroskop kontrolliert und gemessen. Bei den Messungen 
kommt es sehr darauf an, die Entfernung der Meßstellen, d. h. der Rohrspitze von der 
Wand festzustellen. Hierzu wurde folgender Weg eingeschlagen: Das Röhrchen wurde 
absichtlich etwa 3 bis 4° schräg nach oben gebogen (s. Abb. 4). Schiefstellungen bis zu 
10” gegen die Strömungsrichtung ergaben keinen nennenswerten Fehler. Vor jedem Ver 
such wurde dann die elastische Röhrchenspifze „regen die obere Wand der Rinne ge 
drückt. Danach wurden die Wasserhähne geöffnet und der Beharrungszustand abgewartet, 
was in 10 bis 15 min der Fall war. Bewegte man nun das Meßröhrchen langsam gegen 
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Abb. 4. Abb. 5. 


die Rohrmitte zu, so zeigte sich der Augenblick, wo sich die Röhrchenspitze von der 
Wand löste, also Röhrchenmitte noch genau !/a Röhrchendurchmesser von der Wand ent- 
fernt war, sehr deutlich durch plötzliches Anwachsen des Staudruckes im Manometer. 
Damit war aber auch für jeden weiteren Meßpunkt seine geometrische Lage einwandfrei 
festlegbar. Die Verschiebung des Meßröhrchens erfolgte mittels flachgängiger Schraube!) 
ıGanghöhe 4,235 mm (6 Gänge auf I engl. Zoll), die durch ein Handrad angetrieben 
wurde. Das Handrad war noch 16fach unterteilt; Drehung um einen Teilstrich bedeutete 
also eine Verschiebung des Meßröhrchens um 0,264 mm. Der Staudruck wurde auf ein 
(Juecksilbermanometer (Ablesungsgenauigkeit 0,1 mm) übertragen, dessen zweiter Schenkel 
wiederum mit einem Wassergefäß verbunden war (Abb. 5); dieses zweite Gefäß hatte 
eine sehr große Oberfkäiche, die in gleicher Höhe mit der Versuchsrohrmitte lag. Auf 
diese Weise wurde der verschiedene statische Druck bei Messungen oberhalb bzw. unter- 
halb Rohrmitte selbsttätig ausgeglichen, da von einer ÄAenderung der Höhenlage des 
Wasserspiegels im Ausgleichgefäß praktisch keine Rede sein konnte. 

Die Temperatur wurde in dem Beruhigungsgefäß hinter dem Versuchsrohr durch 
ein Thermometer mit Ein-Zehntel-Grad-Skaleneinteilung gemessen. Sie änderte sich inner- 
halb der ersten Viertelstunde etwa um 1°C, um dann während des ganzen Versuchs 
höchstens noch um ein bis zwei Zehntelgrad zu schwanken. Für die Rechnung wurde 
der Mittelwert genommen. 

Die Wassermengenbestimmung (Durchflußmenge) erfolgte mit Hilie eines Poncelet- 
gefäßes. Der größte Wert der Wasserhöhe über Düsenmitte betrug 620 mm. Meist 
arbeiteten daher zwei gleich große Düsen zusammen; es standen fünf Düsenpaare von 
45, 50, 55, 60 und 65 mm Dmr. zur Verfügung. Man erhält dann einen Meßbereich 


') Reitstoek einer ausrangierten kleinen Drehbank. 
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on ?V/s (1 Düse von 45 mm bei 220 mm Wasserhöhe) bis 14 l/s (2 Düsen von 65 mm 
ei 610 mm Wasserhöhe). Die Düsen wurden für die einzelnen Versuche möglichst so 
rewählt, daß der Wasserstand wenigstens über 400 mm betrug. Die Fehlergrenzen dieser 
\lengenmessunpg mittels scharikantiger Durchflußdüsen liegen innerhalb '/, vH. 


2. Vorversuche. Zunächst waren noch einige Fehlerquellen nach Möglichkeit 
uszumerzen. Bei den ersten Rinnen, bei denen Oberplatte und Unterplatte sowie die 
Seitenschienen gleichmäßig abschlossen, d. h. alle genau 2000 mm lang waren, zeigte 
ich, daß das Geschwindigkeitsprofil unsymmetrisch ausfiel; dies trat besonders stark her- 
or bei verhältnismäßig „roßer Rinnenhöhe (30 mm) und kleinen Geschwindigkeiten 

bis 2 m/s). Nachdem dann die Unterplatte etwa 150 mm länger gelassen wurde, 
nnte man die Profile innerhalb der Meßgenauigkeit als symmetrisch ansprechen. 

In der Weise, wie schon Nikuradse') seine Messungen machte, wurde bei den 
ırsten Versuchen der Staudruck in bzw. I mm hinter der Ausilußebene aufgenommen. 
Diese Metbode ist für die Verhältnisse, die bei Nikuradse vorlagen, nicht zu beanstanden. 
Bei den hier zu erörternden Messungen ändert sich das Bild aber wesentlich. Die Ge- 
schwindigkeiten betragen (für den langsamsten Fall) nur ein Zehntel der in den Ver- 
suchen von Nikuradse (1,2 m/s gegen 12 m/s) auftretenden. Vor allem machte sich die 
Wandraubigkeit gerade am Ausfluß besonders bemerkbar, so daß die aufgenommenen 
(seschwindigkeitsprofile sehr starke Unregelmäßigkeiten, besonders in der Wandnähe, 
aufwiesen. Die weiteren Messungen wurden darum innerhalb der Versuchsrinne vor- 
eenommen, und zwar mindestens 10 mm vor Ausfluß. 

Bei den ersten Messungen nahm der statische Druck im ganzen Versuchsrohr im 
l,aufe des Versuches zu, wobei der Druckabfall jedoch der gleiche blieb. Die nähere 
ntersuchung ergab, daß der Schaft des Staudruck-Meßröhrchens, wenn dieses bei iort- 
schreitender Messung von oben nach unten bewegt wurde, den Ausflußquerschnitt etwas 
versperrte. Obwohl diese Versperrung maximal kaum mehr als 0,5 vH des ganzen Aus- 
!Iußquerschnittes betrug, machte sie sich doch sehr deutlich geltend. Es lag damit die 
Gefahr nahe, daß die Verhältnisse am Ausfluß auch noch weitergehend gestört waren. 
Deshalb wurde ein Meßröhrchen hergestellt, bei dem sich der Schaft mindestens 20 mm 
hinter der Ausflußöffinung befand. Bei diesem Meßröhrchen zeigte sich dann eine der- 
artige Druckzunahme fast nicht mehr. 

Die Schwierigkeiten, die Wände der Versuchsrinne genau parallel: einzustellen, 
wurden schon erwähnt. Da nach den Arbeiten von Dönch der starke Einiluß bereits 
recht geringer Abweichungen bekannt war, interessierte es besonders für diesen speziellen 
Fall, die Größenwerte der Fehlmessungen bei schlecht aufgebauter Rinne zu kennen. Zu 
diesem Zwecke wurden an einer Rinne (glatt) zunächst nach exakter Ausrichtung Druck- 
abfall und Geschwindigkeitsverteilung gemessen, dann unter sonst gleichen Umständen 
bei sich verengendem Ausfluß und ebenso bei sich erweiterndem Ausfluß diese Werte 
aufgenommen. Das Ergebnis, das auch sehr gut mit den Versuchen von Dönch?) in 

inklang steht, war, daß (@uerschnittsverengung die Geschwindigkeitsverteilung recht 
empfindlich beeinflußt, während @aerschnittserweiterung wesentlich geringere Wirkung 
usübt. 

Die zur Höhe verhältnismäßie große Breite (Seitenverhältnis bei kleiner Rinnen- 
ıöhe etwa 1:12, bei gioßer Rinnenhöhe etwa 1:5,5) wurde bei den Versuchen gewählt, 
um in der Mitte zweidimensionale Strömung annehmen zu können. Bei den rauhen 
latten kommt noch hinzu, daß die Seitenwände doch glatt bleiben, also der Flüssigkeit 
seringeren Widerstand bieten. Inwieweit nun diese Auffassung berechtigt ist, sollte durch 
\ufnahme der Geschwindigkeitsverteilung über die ganze Rinnenbreite, und zwar bei 
einer glatten und einer rauhen (rauh II) Rinne nachgeprüft werden. Die Meßergebnisse 
sind in den Abb. 6 bis 13 wiedergegeben. Für die glatte Rinne, bei der die Seitenwände 
on gleicher Beschaiienheit sind, vielleicht sogar etwas rauher (Eisen), weist ziemlich 
'enau die mittlere Hälfte der Rinnenbreite symmetrische Verteilung auf. ‚Jedoch bei der 
auhen Rinne ist der parallele mittlere Teil nicht, wie man vielleicht erwarten könnte, 
(och beträchtlich breiter, sondern zeigt ungefähr gleiches Verhältnis. Immerhin weist 


lie halbe Rinnenbreite Verhältnisse von sehr angenähert zweidimensionalem Charakter auf. 
) Untersuchung über die Geschwindigkeitsverteilung in turbulenten Strömungen, VDI-For- 
hungsarbeiten, Heft 281. 
*, Döneh, Divergente und konverzente turbulente Strömungen mit kleinen Oeffnungswinkeln, 
VDI-Forschungsarbeiten, Heft 282. 
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3. Haupiversuche. Der Zweck der Arbeit ist, klarzustellen, wie die Verteilung 
der Geschwindigkeit von der Ranhigkeit der Wand abhängt (s. Einleitung). 

Ursprünglich waren vier Rinnenarten vorgesehen: glatt, wellig, rauh und zackig 
Da sich aber bei den Versuchen zeigte, daß die »rauhe« Rinne gerade in das Ueber 
gangsgebiet zwischen »rauh« und »wellig« fiel, mußte noch eine weitere, größere Rauhig 
keit hinzugefügt werden, die mit rauh II bezeichnet wurde '). 

Für jede Rauhigkeit wurden mindestens bei drei verschiedenen Rinnenhöhen 
(Schienenstärk& 10, 15, 25 mm) Versuchsreihen durchgeführt. Einige Versuche sind auch 
mit Rinnenhöhe 35 mm (2 Schienen, 25 und 10 mm zusammen) gemacht. Ich glaube aber 
daß diese Höhe nicht mehr als klein gegen die Breite gelten kann, weshalb man aus 
diesen Messungen keine sicheren Folgerungen ziehen kann. 

Die Wassergeschwindigkeit in Rohrmitte betrug wenigstens Im/s und konnte bei 
kleiner Rinnenhöhe bis auf 5 m/s gesteigert werden. Dies entsprach etwa Revnolds 
schen Zahlen von 5000 bis 25000; bei großer Rinnenhöhe konnten Revynoldssche Zahlen 
bis über 35 000 erzielt werden. 


4. Auswertung. Im folgenden soll zunächst gezeigt werden, wie die Meßpunkte 
zur Ermittlung der Verteilungskurve ausgewertet wurden. Das Verfahren habe ich für 
jeden Versuch wiederholt. 

Herausgegrilien sei Versuch Nr. 122, d.h 
also: glatte Rinne, Plattenabstand 17 mm, zweit- 
kleinste Geschwindigkeitsstufe. 

Die Festlegung von y wurde schon bei 
Beschreibung des Meßröhrchens (S. 202) dargelegt. 

Der am @Quecksilbermanometer abgelesene 
Staudruck q9 verlangt noch eine Korrektur, weil 
die Messung noch innerhalb des Rohres, also 
unter einem gewissen statischen Druck, erfolgte. 
Dieser läßt sich aus dem Diagramm für den 
statischen Druck (Abb. 14) für Stelle M, = m mm 
vor dem Ausiluß (Abb. 4) sofort in mm W.-S. 
ablesen. Diese Ablesung, durch 13,6 dividiert, 
liefert den vom Quecksilbermanometer zuviel an 
gezeieten Druck in mm Heg.-S. 

Für Versuch 122 ist m=33 mm; Druck 
höhe an dieser Stelle in Rohrmitte 6,4 mm W.-S.: 














unsszn . Druckhöhe in Ausflußquerschnittsmitte 0,9 mm 
Abb. 14. W.-S.; Diiierenz 5,5 mm; umgerechnet: 
5.5 5 
Du 55mm WW. —= — = (0,4 mm He.-S. 
13,6 
Also gq=q-— 0,4 (mm Hg.-S ) 
Die Errechnunge von v aus g geht aus Abb. 5 sehr einfach hervor; es ist 
u. I f a w a 
pi Po —+ Er I» ww; Pa Po + h° m, H-yu N» m 
4 
es mub aber sein 9 = Pi, 
u” YMW Le 
also auch = h'ym—h-Yyn 
29 
. . / Ylly yMW 
Daraus ergibt sich u= VA: 2:g 
u 
oder u—=0,497-Yh |mis Een 
7 9,8tm/s?, vw= 1,0 glcm’, Yng = 13,6 glem?|). 


') Alle Versuche tragen dreizifferige Zahlen, bei denen die erste Ziffer (Hunderter) die Rauhigkeit 


angibt. 1 = glatt, 2 wellig, 3=rauhl, 4=rauhll, 5 =zackig I, 6 = zackig II; aus der 2. Ziffer 
(Zehner) zeht die ungefähre Rinnenhöhe (Sehienenstärke + Dichtung) hervor. 1 12mm, 2=17 mm, 
3 = 27 mm. 4 3Smm., Die letzte Ziffer (Einer) sagt die Reihenfolge einer Serie bei gleicher Rinnen 


höhe und Wandraubirkeit an, wobei I für die kleinste und 5 oder 6 für die größte Geschwindigkeit 
esetzt sind. Zum Beispiel »324« heißt: Wandrauhigkeit rauh I, Rinnenhöhe etwa 17 mm, Geschwindig 


keit ziemlich groß (3,5 m 8). 
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ergab sich aus der Messung am Ponceletgeläß zu 2,12 m/s; « in Abhängigkeit von y 
ıfgetragen zeigt Abb. 15. 

Bei glatten Wänden haben verschiedene Experimentatoren gefunden, daß die Ver- 
eilungskurve wenigstens in der Nähe der Wand durch eine Potenzkurve von der Form 
u —= konst.  y 

ut angenähert werden kann. 
Man kann nun zunächst prüfen, ob dies durch unser Material bestätigt wird und 
' ıch auf die rauhen Rinnen übertragen werden kann. 
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Abb. 15. Abb. 16. 


r “ “ u . .. Ei ” l 
Zu diesem Zweck ist es am bequemsten, log in Abhängigkeit von log ” auf 
l/ dt 


3 


tragen (Abb. 16). Handelt es sich um reine Exponentialkurven, so müssen alle Punkte 
‚uf einer Geraden liegen, deren Neigung die Größe des Exponenten n angibt. Hierbei 
t die exakte Bestimmung von y sehr wichtig, da l’ehler von nur '/;; mm die Neigung 


ler Geraden merklich ändern. 
In der Rohrmitte weichen die Meßpunkte regelmäßige ab, die gemessenen Werte 
sind kleiner. Desgleichen kann auch über die Verhältnisse in unmittelbarer Wandnähe 


0,1) mit Sieherheit nichts mehr gesagt werden. Die Meßpunkte fallen auch hier 


ınter die in Abb. 15 gezeichnete Gerade, sobald der Abstand des Meßröhrchens von: der 
Wand 1 mm unterschreitet. 

Für giatte Rohre kann man den Exponenten nach einem von Prandtl und v. Kär- 
in!) angegebenen Verfahren aus der Form des Gesetzes für den Druckabfall ableiten. 
ür die Schubspannung an der Wand gelangt v. Kärmän auf Grund des Widerstands- 
esetzes zu der Formel: 


l 
7 \ ’4 


Ty —= 0,0225 0 u? -| ) euere Dr, 
[A U 


etzt man nun mit einem allgemeinen Exponenten n: 


ei re 


nd schreibt andererseits Formel (4) verallgemeinert in der Form: 


/ 
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En U» y\ ’ 
‚=Ic-| LS a Bee ren 
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Fr 

ru 
bei man zunächst annimmt, daß die Schubspannung nur von der Geschwindigkeitsver- 
lung in der Umgebung der Wand (insbesondere also nicht von a) abhängt, so folgt aus 
ergleich von (3) und (4a) 


m — \ n 


ir m = — '/, entsprechend der Gl. (4) erhält man: 


[Zi 


Wir wollen nun versuchen, den Ansatz (4a) auf den Fall der rauhen Rinne zu übertragen. 
'er Exponent m hat dann allerdings nicht mehr die Bedeutung wiein dem Ansatz (4a), indem 


') Abhandiungen aus dem Aerodyn. Institut Aachen, Heit 1. 
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er nieht die Abhängigkeit des Druckabfalls von der Reynoldsschen Zahl kennzeichnet, d; 
im allgemeinen der Strömungswiderstand von der Kennzahl und von der relativen Rauhig 
keit abhängt. Auch ist die Annahme, daß die Geschwindigkeit nur von der Schubspannung 
von dem Wandabstand und den physikalischen Konstanten abhängt, nicht mehr berechtig! 
Dies bedeutet, daß { nicht mehr als konstant angenommen werden kann; vielmehr mu‘ 
man annehmen, daß es von der relativen Rauhigkeit und von der Kennzahl abhängig is: 
Zuerst mußte die Größe von 7, ermittelt werden. Hierzu diente die Messung des Druck 
abfalls. Wie bereits früher gesagt, war die Versuchseiprichtung größtenteils dieselbe 
die schon Fromm zu seinen Messungen benutzte; auch fußt die ganze Arbeit auf deı 
Frommschen Ergebnissen. Die hier behandelten Rauhigkeiten waren aber größtenteil: 

andere als die von Fromm benutzten 

die bis auf das Sägeprofil nicht meh: 

vorhanden und auch nicht mehr mit 

Sicherheit gleichwertig neu herzu 
“ stellen waren. Es mußte daher de:ı 
H+*T Me Druckabfall für die glatten, welligeı 
q und für die mit rauh I und II be 
zeichneten Rinnen neu bestimmt wer 
T— ac den, während für die Sägeprofile die 
2 a EEE “ | Frommschen Werte verwendet wer 
| ee we. den konnten. Um die hier benutzten 
| | Rauhigkeiten mit den Frommschen 
| | Messungen vergleichen zu können, ist 

eh in Abb. 17 der Koeffizient 


| | - et ee Pe Fon s En o h ag 

| | | "Ten [ | — - 
| | ee. in Abhängigkeit von A, beide im loga 
7 12mm "slust Fromm rithmischen Maßstabe, aufgetragen. Da 
003 “a & - bei bedeutet A/! den Druckabfall für 
| - 3 die Längeneinheit. Die gefundenen 
Werte sind in sehr gutem Einklang 
mit den Frommschen Ergebnissen. 
Besonders interessant sind die Punkte 
En u für rauh I, durch die zum ersten Male 
| | ein offensichtlicher Uebergang von 
ee wellig zu rauh, d. h. also von deı 
Abb. 17. ersten zur zweiten Rauhigkeitsstuie 
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Abb. 18. 
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Zahlen 
Name l,iteratur-Quelle Material a b 
mm mm 
Nikuradse VDI-Forschungsheft Gezogenes Messing 8,05 28,08 
Nr. 281 
Dönch VDI-Forsehungsheft Holz, gut geglättet 149,7 650 
Nr. 282 
Geza Sasväri Zeitschrift für das ge- 30 80 
samte Turbinenwesen : j 50 80 
Er . & - —  Eisenblech, geschweißt 
1917, Heft 3, 4, 5, 6 80 50 
50 90 
60 60 
Eichenholz, zehobelt u. 60 60 
eefirnist 30 120 
30 120 
jazin (von Christen Zeitschrift für Gewässer- a erlüttet ) Ss00 Dir. 
/ N l 
erechnet) kunde, 6. Bd. (1904), ı 898 \ 800 >» 
S. 175. (T. Christen.) 
Freemann (von Uhris- j 5 >» 
Messing, 
ten zerechnet 8,8 B \ 15 
Krev Zeitschrift für ang. Math. nn ae at j 1608 > 
4ISEe (ode ‚eme 2 
u. Mech. 1927, S. 112 \ 1608 >» 


zur Geltung kommt. Bei der schmalen Rinne fallen die meisten Werte in die zweite 
Rauhigkeitsstufe (Y) = konst. u”); bei der mittleren Rinnenhöhe nur noch wenige Punkte; 
bei der großen Rinne liegt der ganze Meßbereich bereits im Gebiete der ersten Rauhig- 
keitsstufe (wellig). Die Schubspannung 7, hängt offenbar mit durch die Beziehung: 
N a u? 

2g 

zusammen. Abb. 15 stellt nun die Geschwindigkeitsverteilung für die verschiedenen 


To = 12 . 


P} {1} u q - q . . . > 
Rauhigkeiten dar, und zwar ” als Funktion von - in logarithmischem Maßstabe aui- 
“1/3 


getragen und durch gerade Linien interpoliert. Die Neigungen dieser Geraden liefern 
die Exponenten n, die in der Zahlentafel I für jede Messung und für die Mittelwerte jeder 
Serie angeführt sind; Abb. 18 gibt jedoch nur die Mittelwerte an, um einigermaßen über- 
sichtlich zu bleiben. 

Aus den T'abellenwerten gewinnt man den Eindruck, daß der Exponent n von der 
Rauhigkeit und innerhalb derselben Rauhigkeit von der Rinnenhöhe abhängt; eine syste- 
ınatische Abhängigkeit von der Geschwindigkeit (Kennzahl) läßt sieh nicht nachweisen. 
Allerdings streuen die einzelnen Werte für n um die Mittelwerte recht erheblich. Es ist 
indessen auch möglich, daß man noch in der Anlaufstrecke gearbeitet hat und die Ver- 
hältnisse darum noch nicht stationär sind. Die sehr ausführlichen Versuche von Schiller 
über die länge der »Anlaufstrecke« besagen freilich, daß man 100 xr (r — Profilradius) 
vom Einlauf entfernt mit stationärem Zustand rechnen muß. Bei der größten Rinnenhöhe 
(ungünstigster Fall) beträgt die Rinnlänge aber immer noch rund 150 x r; bei der kleinsten 
sogar rund 350 = r. 

Die Mittelwerte scheinen offensichtlich mit zunehmender Rinnenhöhe zuzunehmen. 
Dem widersprechen auch die Werte für die wellige Rinne nicht unbedingt; denn es ist 
sehr wahrscheinlich, daß bei der welligen Rinne alle Werte für 1/n im ungefähren Be- 
reich von 6 bis 8 vorkommen, je nachdem, ob an der Meßstelle die Rinnenhöhe gerade 
groß oder klein ist; es war ja bei der welligen Rauhigkeit die Wellenlänge 1,5 bis 4 mal 
so groß wie die Rinnenhöhe. Bei der Nikuradseschen ') Versuchseinrichtung betrug die 





) J. Nikuradse, Forschungsarb. d. V.d.1., Heft 281. 











ınd 8, Heft 3 











uni 1928 Fritseh. Turbulente Geschwindigkeitsverteilung in Rinnen 211 
afel II. 
1 F | 
Medium Umax R ri I he u r 
m/sek mm mm 
Wasser 14,35 32 000 5,92 1968 3.1 630 
» 14.35 32000 6,47 1968 3,1 630 
Luft 20,67 63 000 7,52 6650 61 109 
r 
Wasser 4,883 60 000 6.32 2400 15,4 155 
7,086 s7 000 6,97 2400 15,4 155 
4,883 60 000 7.37 2400 15,4 | 155 
» 7,086 87 000 6.95 2400 15,4 155 
» 4,974 60 000 7,69 2400 15 160 
7,034 85 000 7,00 2400 15 160 
4,956 48 000 7,46 2400 12 200 
» 6,427 62.000 7,00 2400 12 200 
» ? ? 7,57 800 400 2 
? | ? 8,08 800 400 
» > ? 6,26 15 7,5 2 
> + ? Ä 50 l ) 7 4) 2 
2,46 1 515 000 7,42 ? 804 ? 
1,10 677 000 8,39 ? 804 ? 


tinnenhöhe 8 mm (mal 28 mm), was etwa °/; der kleinsten Rinnenhöhe dieser Versuche 
entspricht; der reziproke Wert für n liegt hier etwa bei 6, während er bei Dönch (frei- 
lich arbeitete Dönch mit Luft), dessen paralleler Kanal 130 mm (mal 650 mm) maß, um 

schwankt. Auch die Versuche von Geza Sasväri!), der mit drei verschiedenen 
Kanälen (60 >60, 50 ><80, 30><120 mm, glatt, Eisenblech) experimentierte, zeigen bei 
starker Streuung vornehmlich Werte um 7,5, stehen also mit dieser Erscheinung nicht im 
\Viderspruch. (Vergl. auch Zahlentafel II.) 


Die Werte n für glatt, wellig und auch noch für rauh I sind wenig verschieden; 
ür rauh Il, zackig I und zackig Il aber nehmen sie rapide ab. Vergleicht man hierzu 
die -Linien in der Auftragung, wie sie Abb. 17 wiedergibt, so fällt sofort auf, daß man 
auch hier die gleichen Gruppen zusammenfassen kann. Die einen sind schräge Geraden 
unter einer Neigung von etwa '/, bis '/; (rauh I nimmt etwas Sonderstellung ein), die 
anderen mehr oder weniger horizontale Geraden (von zackig II abgesehen). Ferner sind 
die »-Werte bei der ersten Gruppe recht klein und auch untereinander nicht sehr ver- 
schieden; die -Werte der übrigen Rauhigkeiten aber sind 3 bis Smal so groß. 


In Abb. 19 sind für rauh I die Geschwindigkeitsprofile jeden Versuches jeder Serie 


U ) 
sonders aufgetragen. Die Werte von weichen nicht unerheblich voneinander ab. 


Umax 


"5 fragt sich, ob diese Abweichung gesetzmäßig bedingt oder nur durch Versuchsunge- 
"auigkeit hervorgerufen ist. Es läßt sich dies an Hand des vorliegenden Materials nicht 


it Sicherheit feststellen. Sehr oft nimmt der Wert - mit wachsender Geschwindigkeit 


Umax 


lensichtlich zu. Besonders das erste Profil jeder Serie liegt durchweg beträchtlich unter 
‘om Mittelwert der ganzen Serie. Hier sei nochmals an die Erscheinungen bei den Profil- 
essungen über den ganzen Querschnitt erinnert. Vielleicht, sehr wahrscheinlich sogar, 
ızt sich bei größeren Geschwindigkeiten die Energie der Turbulenz in der Strömung 
irker gegenüber dem »gleichrichtenden« Einfluß der Wände, insbesondere der Wandecken, 
ırch. Es würde also bei höheren Geschwindigkeiten ein größeres Stück der Rinnen- 
'eite angenähert zweidimensionalen Charakter haben; also der Weıt U, der aus der 


I, @. Sasväri., Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen, Bi. 14 (1917), S. ?1. 
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\bb. 1Y. 


Düsenmessung gefunden ist und die mittlere Geschwindigkeit für den ganzen Querschnitt 
angibt, mehr mit der mittleren Geschwindigkeit des Profils übereinstimmen, das in Rinnen- 


mitte aufgenommen ist. Um die Brauchbarkeit des Ansatzes (4a) zu prüfen, ist in Abb. 20 


To w/2 


ou° (ul U)? 


. .. . . u-y . .n . . . 
in Abhängigkeit von aufgetragen. Die Linien fallen nicht zusammen, sie verschieben 


sich ungefähr parallel mit zunehmender Geschwindigkeit; ob diese Verschiebung in linearer 
Beziehung zur Strömungsgeschwindigkeit steht (Versuch 311 bis 316) oder die Linien mit 
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‚rößer werdenden Reynoldsschen Zahlen einem festen Wert zustreben (Versuch 321 bis 325, 
‚1 bis 334), geht aus dieser Auftragung nicht ohne weiteres hervor. Die Werte { lassen 
Yy 
- 

srmittelten { Werte sind in Abb. 21 in Abhängigkeit von R und mit der Rinnenhöhe als 
Parameter aufgetragen. Da im ganzen und großen sowohl der Exponent n als der Fak- 
r {© mit zunehmender Rauhigkeit wachsen, so ist es von Interesse, ihre gegenseitige 
Abhängigkeit darzustellen. Abb. 22 stellt { als Ordinate, n als Abszisse dar. Man sieht, 
iaß im logaritbmischen Diagramm die Werte in der Nähe einer Geraden mit einer Neigung 
‚on ungefähr !/; liegen. Ein ähnliches Ergebnis erbält man auch bei der Auswertung der 
Geschwindigkeitsprofille in der Grenzschicht an 


;ijceh aus der Ordinate an der Stelle log n —= 1 ablesen. Die so für alle Rauhigkeiten 
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') M. Hansen, Die Geschwindigkeitsverteilung in der Grenzschiceht an einer einzetauchten Platte, 


iese Zeitschr. Bd. 8 (1928), S. 185 bis 199, 
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mehr Erfolg zu versprechen, insbesondere wenn man die Geschwindigkeitsverteilungskurv«: 
vergleicht, die zu dem gleiehen Druckabfall, d.h. zu denselben Reibungswerten gehöre: 
Wenn man die Geschwindigkeitsprofile für gleiche Wassermenge (Abb. 23) betrachte 
so scheinen die zu glatten und zu rauhen Rinnen gehörigen Verteilungskurven ganz ve: 
schiedenen Gesetzen zu folgen. In Abb. 24 können wir indessen die zu demselben Druck 
abfall, d. h. zu demselben Wert 7, gehöri- 








gen Profile vergleichen. Es fällt sofort auf, 7  . 
daß, wenn man die Profile parallel ver- ; N 
schiebt, die mittleren Teile beinahe genau NN, 
2 i | h s 
zur Deckung gebracht werden können. Dies 1 NIE 

} > 

| 7, \ 
, +} x > —t 
| Ä EN \ 
| | N 
| N | N 
Ä rauhll | | % N 
| | S EN 
| glatt | ! „* x IN 
| i | FE 
f % 1} 4 «d r 
1 } a _ +-4m 
| Re \h 
sek 4 \ | 

1 / ır 
| ] N 

A I 
| 4 \if 

“ IK 

1 IKN 

4 1 | er h 
sm vr nu 
| IN h 
| \ R | N 
| 1/5 | 

1 ” \ \ 

4 J zur 
| So \ NN 
| 2 [ I * AN 

] y } 4 „ \ AN 
| IN 
| | N 





\ 

rt 

>“ 
N 

I 

| 





1 
1 
] E 
Geschwindigkeitsverteilung für glatt“ rauh II" r S 
zackıq Il’ beı gleicher Wassermenge ] KAT e 
FA 
Abb. 23. Abb. 24. 


legt die Vermutung nahe, daß wir es mit einem für alle Rinnen gemeinsamen Mechanis 
mus der turbulenten Reibungsübertragung zu tun haben. Prandtl setzt für die Schub 
spannung bei turbulenter Reibungsübertragung statt des Stokes-Navierschen Ansatzes: 
7 = const. 02°. (9) a et ee ee 
day 
Die Länge A wird als die Mischlänge bezeichnet. Da A sowieso nur bis auf eine beliebige 
Konstante ermittelt werden kann, so schreiben wir: 


T=(» 2? e (“ ) 


. T 1 \ 
oder daraus: . = ee ie ee en ai a 
o duidy 


Die Schubspannung 7 nimmt bei unserer Rinne, wenn wir die Breite als gegen die 


Rinnenhöhe sehr groß betrachten, mit dem Abstand von der Rinnenmitte linear zu, und 
zwar beträgt sie: al —y 
T To " - 
a/2 
(”0 — Reibung an der Wand, y = Entfernung von der Wand.) Führen wir die Entfernung 
von der Rinnenmitte a2 —y=]7 
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ein und setzen 9. U? 
u= VD, 
2 
) wird 7 77 . n 
SC = . U]? . 
o 2 a/2 
und y n 1 a 7 y | - 
) GR |} | n -Y 2 e y ER . | - . | ° ° o . Ya 
y y du y 3 “/g u n] 
Bi 
dy l ne y 


Abb. 25 liefert das Ergebnis der Berechnung der Mischlänge. Wie zu erwarten 
war, sind die Abweichungen zwischen glatt, wellig, rauh I und rauh 1I verhältnismäßig 
rering. Es scheint daher, daß der Verlauf der Mischlänge, gleiche Rinnenhöhe voraus- 
gesetzt, im Innern der 
Flüssigkeit von der Wand- | EEE 
rauhigkeit ziemlich unab- | ——— —— W 
hängig ist. Die Linien für u —— 1 1. run 
zackig I und II liefern eine | | u 
stärkere Abweichung, aber 7 ER. EHRE. . Eh | Age 
merkwürdigerweise im ent- N RR an PREEOE ET, (rs 
vegengesetzten Sinne. Hier- 
zu muß bemerkt werden, 
daß bei den zackigen 
Sägeprofilen die Rauhig- 12 —— 
keit nicht mehr klein gegen 
die Rinnenhöhe ist, so daß 010 H- 
man verschiedene Werte 1A 
bekommt, je nachdem man 2 
den Wandabstand von der 
tiefsten Stelle der Wand | 
oder von der Spitze der eg 
Erhebungen ab rechnet. 
Wir haben die mittlere 004 N ae 

| 
| 





0.20 Fr en EEE 


u 





012 





008 
006 


00% 
l,‚age zwischen beiden als 


Mittelwert genommen. Im- | 
merhin liegt darin ine "| IT, | | N‘ 
rewisse Unbestimmtheit für | | I | | | 

üle VE: IE Wk 0 Ereignis n 
extremen Rauhigkeiten. Es (LESER! | 

muß noch bemerkt wer- Abh. 25. 

den, daß die Werte von 


“ für " < 0,2 unsicher werden, weil man das Verhältnis zweier Größen zu nehmen 
2 ag 
hat, die beide gegen Null gehen. 

Diese Versuche ermöglichen noch nicht, das exakte Gesetz für den Verlauf der 
\lischlänge festzustellen, immerhin liefern sie für die weitere Entwicklung der Theorie 
einen wichtigen Anhaltspunkt, indem sie die Tatsache außer Zweifel stellen, daß die Ge- 
schwindigkeitsverteilung in einer Flüssigkeit im wesentlichen nur von der zu über- 
tragenden Schubspannung, nicht aber von der besonderen Beschaffenheit der Wand abhängt. 

















5. $Schlußbemerkungen. Der Abbruch des Versuchsraumes wegen der Ver- 
größerung des Aerodynamischen Instituts zwang mich, die Versuche zu beschleunigen, und 
ließ vor allem Nachversuche an kritischen Stellen nicht mehr zu, welche die Verhältnisse 
vielleicht etwas besser herausgeschält hätten. Der Meßbereich innerhalb Reynoldsscher 
Zahlen von 4000 bis 35000 ist zu klein, wie sich bei der Auswertung der Meßergebnisse 
herausstellte; eine Erweiterung nach oben und unten war jedoch ebenfalls aus Zeitmangel 
nicht mehr möglich. Größere Reynoldssche Zahlen können durch mehr Wasser 
und größeren Wasserdruck erreicht werden. Für kleinere Reynoldssche Zahlen müßte 
die Versuchseinrichtung grundlegend geändert werden. Der Ausfluß müße auf irgend 
eine Weise (Wasserführung über kleine Druckhöhe, oder Bremssieb) gegen »Herausfallen« 
des Wassers gesichert sein, die Messung dann aber innerhalb der Rinne stattfinden, 
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Daß man bei strömender Luft (relativ größere Rinnen und kleinere Meßinstrumente) 
auch beträchtlich näher (wieder relativ) an den Wänden messen und damit die Versuchs- 
genanigkeit erhöhen kann, ist wahrscheinlich 

Zum Schluß möchte ich nicht versäumen, meinen Dank auszusprechen Herrn 
Professor Dr. Th. v. Kärmän, dem Leiter des Aerodynamischen Instituts zu Aachen, 
der die Anregungen und Richtlinien zu dieser Arbeit gab, und seinem Stellvertreter 
während seiner Voıtragsreise durch Amerika und Japan, Herrn Professor Dr. L. Hopf; 
beiden Lehrern verdanke ich die weitgehendste Unterstützung, durch die sie mir die 
Durchführung dieser Arbeit möglich machten. 843 


Über den Einfluß der Trägheitskräfte auf den Versickerungs- 


prozeß des auf die Erdoberfläche gelangenden flüssigen Wassers. 
Von ALFRED VITOLS in Riga. 


n der Literatur findet man wenig Daten, die sich auf den Zusammenhang zwischen der 

Versickerungsintensität und der Zeit beziehen. Man weiß, daß die Versickerungsinten- 

sität nicht konstant ist, sondern sich mit der Zeit ändert, doch ist die Funktion y' (t) 
(Versiekerungsintensität, als erste Abgeleitete nach der Zeit der Länge der in die Erde 
eingedrungenen Wassersäule ) nicht oder wenig bekannt. In der vorliegenden Abhand 
lung wollen wir diese Funktion x (f) untersuchen. 


1. Empirische Grundlagen. Ina der Aıbeit von Dr. A. Mitscherlich: »Boden- 
kunde für Land- und Forstwirte«, 1905, 8. 201, findet man folgende Zahlentafel von 
Wollny, in der die Tiefe des in die Erde eingedrungenen Wassers y (Höhe der Wasser- 
säule) in Abhängigkeit von der Zeit für verschiedene Bodenarten angegeben ist. 


Eindringen des auftropfenden Wassers in den Boden (in cm). 























Quarzsand Wuarzsand 
l,ehmkrümel Bodenkonstituenten 
Nach | 0,01 0,071 | 0,114 sehr Lehm- 
2.2 his bis r locker dicht dicht pulver 0.5 6.75 
0,071 | 0,114 | 0,175 <0,2>mmf bis bis Quarz  Humus Ton 
mm mın mm 0,01 bis 0,071 mm ilmın 9 mm 
0.5 23.5 58,0 I00 + 14,0 11,0 9,9 6.9 12,0 12,3 S.8 3,2 50 
| 32,0 97,5 20,3 15,5 14,2 10,9 52.7 24,3 13,0 1,6 3,9 
2 52.0 81,2 22,4 20,4 15,4 51,9 19,5 19,5 6,2 5,0 
4 76,0 47,5 33,0 29,0 22,6 100,2. 99,9 24,8 8,4 6,6 
ca. 71100 + — 69,2 44,2 38,5 27,9 - 39,2 12,9 9,5 
>» 10 0,0 54,9 46,0 34,9 - = 47,0 16,4 10,9 
24 80,0 67,7 7,1 _ 65,7 18,3 17,0 
» 48 - — 80 - 57,2 90,9 25,8 24,5 
» 72 — _ _ 100 - z . _ 33,9 30,7 


Die Versuche von Wollny wurden in der Art angestellt, daß auf eine Bodensäule, 
welche oben mit einem feinen Drahtnetz bedeckt war, kontinuierlich Wasser tropfte, und 
zwar wurde hierbei besonders darauf geachtet, daß das Wasser nie über dem Boden stand 
(der oberirdische Teil der Wassersäule z2— 0 gehalten wurde). 

Wenn man dennoch das Material von Wollny empirisch bearbeiten wollte, so wäre 


. ' dy » . 
von der empirischen Funktion y — Y folgende Beschaffenheit zu verlangen: 


U 


1. Für jede homogene Bodenart ist y eine bestimmte stetige Funktion der Zeit f; 
2. die Anfangsintensität (y'),--o = yo ist eine bekannte, für jede Bodenart spezi- 
fische Größe: 
d’y 
d’t 

Versickerungsintensität fällt mit der Zeit £; 
I. (y)ı-& = y, ist wiederum eine bekannte, für jede Bodenart spezifische Größe. 


3. es ist y’ — <0, d. h., die Versickerungsbeschleunigung ist negativ oder die 
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Was die Form des empirischen Gesetzes y' =f’(f) anbelangt, so kann man zum 
Beispiel setzen: 


y=at+bi’ +ct!. . (D oder t=ay+by’+cay’ . MM). 


Man findet die drei Koeffizienten a, b und e bzw. aı, dbı und cı, indem man jedesmal ein 
Systeın von drei Gleichungen auflöst, dessen Sonderwerte für y und ?t der obenerwähnten 
/ahlentafel von Wollny zu entnehmen sind. 

Die Bedingung (y),—o—=0, (f\,=o—=0 ist in (I) oder (II) schon eingeschlossen. 
Man erhält also Kurven, von denen vier Punkte mit den beobachteten sich decken. Auf 
lie auf solchem Wege gewonnenen empirischen Formeln darf natürlich keine Extrapolation 
ınrgewandt werden. Ueberdies dürfen innerhalb ihres Geltungsbereiches keine Wendepunkte 
d? y 


2) 
- 


‚orkommen, da dies der Bedingung 3, daß < 0, wiedersprechen würde. 


At 


Als weitere brauchbare Formeln sind folgende zu verzeichnen: 
y = ww + le kt y=wt+ . (1 _ or ) 
und 
y=w+C(i+al*, y=wl " . = {(1+atjl—1}, 


wo k, wo, C und a positive Zahlen sind. 


Beide Formeln entsprechen den vier aufgestellten Bedingungen; Wendepunkte für 
endliche £ gibt es nicht. Der Unterschied zwischen diesen beiden Formeln ist der, daß 
die erste durch drei Größen, die zweite durch vier Größen bestimmt ist. Wenn man nun 
die Daten der Wollnyschen Zahlentafel für die Bestimmung der Koeffizienten dieser 
Formeln benutzt, so stößt man auf eine Besonderheit dieser Daten: während sich die 
Koeffizienten der ersten Formel bequem bestimmen lassen, kann man für die zweite Formel 

wenigstens für das Anfangsstück der Wollnyschen Kurve — keine gleichzeitig positiven 
Werte der Koeffizienten wo, ©, k und a finden. Wie wir später sehen werden, steckt 
hierin eine neue Bestätigung der Gültigkeit des bekannten Darcyschen Versickerungs- 
sesetzes. Wir gehen jetzt zur Vesickerungstheorie über. 


2. Die Versickerungs (Filtrations-)iheorie. Wir betrachten eine zylindrische 
Wassersäule, deren einer Teil, y, in die Erde gedrungen ist, während z die Höhe des 
oberirdischen Teils ist. Wir wollen annehmen, daß der Boden aus homogenem Material 
besteht, das bis auf unendliche Tiefe hinabreicht. Das Erdmaterial soll dem Darcyschen 
Versickerungsgesetz gehorchen, dessen Ausdruck ist: w = ww i, wo w 
die Versickerungsintensität, © der hydraulische Gradient (hydraulisches 27 d 
Gefälle) und wo der für jede Bodenart spezifische Koeffizient ist. Wie z 
leicht zu erseben ist, bedeutet wo ebenfalls eine Intensität, nämlich die, y 
welche vw bei 2=1 erreichen würde Wir wollen nun auf die in A P 
\bb. 1 dargestellte Wassersäule den aus der Mechanik bekannten Satz 
der lebendigen Kraft anwenden, daß die elementare Arbeit der auf _C 
einen Körper wirkenden Kräfte gleich ist der entsprechenden Aende- “ 
rung der lebendigen Kraft dieses Körpers. Was die zylinderartige 
'orm der Wassersäule anbelangt, so kann man vorläufig annehmen, 
daß dieselbe in ein materielles Rohr eingeschlossen ist. Wir werden 
später zeigen, daß es in der Natur freie, praktisch nahezu zylinder- 
‘örmige Versickerungsströme geben kann und daß man, einem ge- 
wissen Gesetze folgend, einen freien zylinderartigen Strom verwirk- 
'ichen kann. Der aktiven Kräfte sind drei: die Kraft der Schwere, 7 














Ja 
1  ——— — 7 






































der atmosphärische Druck und die Kapillarkraft. Letzte wirkt an udy 4 

er Oberfläche des Bodens und kann, wenigstens für die Anfangs- f' y 

»eriode, wie wir später sehen werden, nicht vernachlässigt werden. Räanzı) d 
Die passiven Kräfte sind: die Reibungskraft, die mit Hilfe Abb. 1. 


des Dareyschen Versickerungsgesetzes ausgedrückt werden kann, 
und der atmosphärische Druck. Bei der Aufstellung der Differentialgleichung müssen 
der oberirdische Teil z und der unterirdische y gesondert betrachtet werden, da nicht alle 


Kräfte für die beiden Teile dieselben sind. Es seien nun folgende Bezeichnungen ein- 
reführt: 
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v die Geschwindigkeit in dem Teile z, 

ı die Geschwindigkeit in dem unterirdischen Teile y (Versickerungs- oder Filtra 
tionsintensität), 

/ die Querschnittsfläche der Wassersäule, 

' das spezifische Gewicht des Wassers, 

p, der atmosphärische Druck, 

ı der Porositäts-Koeffizient der trockenen Erde, 

1, der Porositäts-Koeffizient der vorher benetzten Erde. 


(Man muß diese beiden “ und , unterscheiden: beim erstmaligen Durchdringen 
der trockenen Erde wird eine bestimmte Wassermenge von den Erdkörnern zurück- 
gehalten, um dieselben mit einer dünnen Wasserschicht zu umhüllen. Dadurch werden 
die Hohlräume enger, wodurch > u, ist. Wenn das Wasser in eine vorher benetzte 
Erde eindringt, ist nu = /. 

Diese vorläufige Benetzung muß man aber von der kapillaren Benetzung unter- 
scheiden, bei der die Hohlräume durch Wasser versperrt sind, so daß das Eindringen 
neuer Wassermengen erschwert ist.) 

Jetzt wollen wir die einzelnen Ausdrücke für die Arbeit der verschiedenen Kräfte 
finden. Der Seitendruck leistet, da er senkrecht zu der Bewegungsrichtung der Wasser- 
säule steht, keine Arbeit. Wir werden daher nur noch mit dem atmosphärischen Druck 
auf die Flächen AB und EF rechnen müssen. I'm die Arbeit des Gewichtes des 
Teiles > zu bestimmen, wird man den Massenmittelpunkt der Säule z nach Verlauf der 
Zeit dt berechnen müssen. Der Änfangsmassenmittelpunkt war » =:/2. Um den neuen 
zu finden, wollen wir das statische Moment der Säule A BC’ D' in bezug auf die 
Achse € D finden. Dieses Moment m ist: m = (z+.dz )(° sch ‘) — 7 (dz ist negativ, 


27 


dy positiv), daher hat der neue Massenmittelpunkt die Höhe !,;2z+.d:z. Die Senkung 
des Massenmittelpunktes ist: 
ES. 2 5 u. Sr RE 


Die Senkung des "NE des unterirdischen Teiles y ist id wie man sich 
leicht überzeugen kann. 
Nun ist die Arbeit des Gewichtes der Wassersäule (2 + ): 
BEFREIT FT IE : ,; » x. » ss 3 7. IR 
Die Kapillarkrait kann durch die kapillare Aufstieghöhe A, ausgedrückt werden, die für 
jede Bodenart spezifisch ist. Die Arbeit der Kapillarkraft ist: 
uFyhdy .. . u Be 
denn die Kraft ist «, Fy ho und die Verschiebung ihres kuweienaiiinn dy. Die Arbeit 
des atmosphärischen Druckes auf die Fläche AB ist: m» Fvdt. Die Arbeit der Gegen- 
wirkung dieses Druckes von unten nach oben auf die Fläche E F ist m» « Fdy, folglich 
ist die gemeinsame Arbeit des atmosphärischen Druckes: 
„»rrdt- naFHdi .: ss: 2. 3 va 
Jetzt wollen wir den Ausdruck für die Reibungsarbeit finden, die der Versickerungs- 
strom in der Erde zu leisten hat. Diese Arbeit wird den ten Teil der Arbeit der 
Schwere der unterirdischen Wassersäule ausmachen. Die Arbeit der Schwere dieses 
Teiles laut (2) ist 1 Fyydy, folglich ist die Reibungsarbeit «, Fyydyi, wo i durch 
das Darcysche Versickerungsgesetz w —= wu ? bestimmt ist, also ist die Reibungsarbeit 
un a 
(5). 
w 
Der entsprechende Zuwachs der lebendigen Kraft der ganzen Wassersäule ist: 
zFyvdv rm Fyywdw Fa BEER GE Ba (6) 
9 9 
Ein vorläufiger Ausdruck des Satzes der lebendigen Kraft ist nach (2), (3), (5) und (6) 
folgender: 


mnFyydy 


zFyvd "yyw 
zFyvdt + wmwFyydy+ wFykody — vıF')y ui dy= or + ıtı El dc (7). 
wo 4 
Dieser Ausdruck läßt sich vereinfachen, wenn man die Kontinuitätsbedingung des 
Stromes Fvdi!-- uFwdt, oder 


ua. hr 











I) 
y 
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einführt. Außerdem wird man den Ausdruck (7) den Fällen anpassen müssen, wo der 
unterirdische Teil des Stromes beständig bleibt, d. h. sich nicht verlängert, wie in Fällen, 
wo der Versickerungsstrom durch größere Hohlräume abgeschnitten wird. Für den Fall 
der Verlängerung der unterirdischen Säule muß man dy= w.dt setzen. 

Mit dv=vdt und dw=wdt und (8) geht der Ausdruck (7) nach Kürzung 
durch Fywdt über in 


,) w' ww, : 
(u z + Il y) + HM, Y =lii12 + ii (y ı- h») A j i ! E (9). 
Y) w 


Dieser Ausdruck ist die Differentialgleichung der Versickerung in ihrer allgemeinen Gestalt. 
Die GI]. (9) enthält, außer der unabhängigen Veränderlichen /, 3 veränderliche ab- 
hängige Größen z, y und w. Es bedarf besonderer Ergänzungsbedingungen, um die 
Zahl der abhängigen Größen in (9) auf eine einzige abhängige Größe zu reduzieren. Wir 
gehen zu diesen Ergänzungsbedingungen über, die durch Sonderfälle gegeben sind. 


3. Sonderfälle.. A) Die Wassersäule (z2-+ y) soll durch einen Regen erzeugt 
werden, dessen Intensität 4 als Funktion der Zeit ? ist. Dann hat man die Bedingungen: 
{ 


[Adt=z-+uy ..: (1), JS=er+ıuy. . (1, S=i"+uy . . (12). 
N 
Wenn die unterirdische Säule frei nach unten sich verlängern kann, dann ist noch 
die erwähnte Bedingung gegeben: 
u au y, w' P (13) 
ı = un  =| . . . . . . . . . >). 
dt I J 
Mit Hilfe dieser Bedingungen kann man die Zahl der abhängig Veränderlichen in 
(9) auf eine einzige (z oder y) reduzieren. Was das Gesetz A(t) anbelangt, so wollen 
wir /J= 4A, konstant setzen. Dann liefert die Ausnutzung der Bedingungen von (10), 
ı1), (12) und (13) aus (9): 
a (St uN)+auy Hay —nlht-uy)+m(y+Po). . (14), 
9 wo 
oder wenn das Wasser in den vorher mäßig benetzten Boden eindringt, das ist, wenn 
u — u, gesetzt werden kann: 


„ ’ 


(ht — umıy)+ y} En oe y nun A my+-y+Mm=ht+Hyll— m)-+h, (15). 
I wo 
B) ur ne er ac 
Man kann diese Bedingung so interpretieren, daß der Regen aufgehört hat, nachdem er 
die Säule (2-+ y) ergeben hat — und nun werden die Versickerungserscheinungen nach 


dem Aufhören des Regens untersucht. Die Bedingung (13) bleibt bestehen. Die be- 
treffiende Differentialgleichung folgt aus (14) bzw. (15), indem man A,t durch Hy, ersetzt. 
Dann hat man: | 


„ ! 
? ? 


(MR —uy)tmy + HıY . —u(H, -uy)tu(y+h). . (17), 


0 
oder wenn 1 = iı Ist: 


’ 


+Y e = Ik — my+y+h=(H,+Mm)+y(ı—ım) (18). 
0 


2 
! 


Im ) IT, — Hi Y) +y} , 
g 


Praktisch handelt es sich hier um das Austrocknen verschiedener Reservoire im 
Boden : Gräben, Gruben, Teiche usw. Zu diesem Falle wäre es besser, in (17) und (158) 
diejenige veränderliche Größe zu belassen, die sich am leichtesten beobachten läßt, d.h. 
es wäre wünschenswert, Gleichungen zu gewinnen, in denen 2, der oberirdische Teil, 
enthalten ist. Unter dieser Bedingung erscheinen die Gl. (17) und (18) in neuer Gestalt: 


u? x Ho, — z\ 2’ (Hn — 2) 2’ u? 
( „ercıe = (1 —"\2—(H;+ulb) . . . (19) 
u A q wo 4 
und 
H,—s,#' (En — 2): 
(m:+ vd Dr = (iin) rm). -» .. (0). 
a1 9 rı wo 


Es muß hier erwähnt werden, daß die Gestalt der Gl. (19) und (20) für Labora- 
toriumsversuche sehr bequem ist. Der Autor hat sich dieser Form bedient, um experi- 
mentell die aufgestellten Gleichungen zu prüfen. 
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0) z= 2, —konst. Die Bedingung (13) hat Geltung. Man gewinnt die entsprechen- 
den Gleichungen, indem man in (9) z mit zo vertauscht. Das Resultat ist: 
u" y' 
u? zo + Mı Yy) Hy uso+m(y+M) : .». . . (21) 
4 w) 
oder, wenn u = im: 
u y z \ 
(120 +y + y oty+h=(a+Ml)+y : . . . M). 
[7 wo 


Durch l,ösung dieser Gleichungen gelangt man zu dem It»>gen oder überhaupt zu 
der (Juelle, die das beständire Niveau 2, sichert. 

Die Intensität dieses Regens oder der (Quelle wird sein J= uy', oder überhaupt 
v (Zufluß, bezogen auf das freie Niveau AB) = u y, wobei y' =f(t) die Gl. (21) und (22) 
befriedigt. Der Fall C hat ebenfalls einen großen praktischen Wert. Die Gl. (21) und (22) 
bedingen das Erhalten des N.veaus neuerbauter Kanäle und Reservoire im Erdboden. 


DD) Wenn man den beständigen Wert von 2% gleich 0 setzt, so gelangt man zu 
dem im Anfange dieses Artikels besprochenen Falle des künstlichen Regens von Wollny, 
denn dieser hatte bei seinem Versuche z—=2,=0 eingehalten. Die entsprechende 
Gleichung läßt sich sehr leicht aus (21) oder (22) gewinnen, wenn man da 2= 0 setzt. 
Dann hat man: 


y” +y2 we ee re 
g wo 
Wir wollen hier erwähnen, daß sich aus der Formel (23) die Differentialgleichung 
für den kapillaren Aufstieg leicht gewinnen läßt, wenn man ,y negativ nimmt. Dann 
erhält man: 
u" u \ 
Y + y +0. 8 25 iR). 
g wo 
E) ,y bleibt konstant, y= y. Wir greifen auf die Grundformel (9) zurück, die 
jetzt in folgender Form umgeschrieben werden kann: 


: w' w | an 
uU’ — A, yo) — u; Yo 2 = u zZ 2. 1 Yo . . . . . (25). 
I wo 
Das Glied Ao ist jetzt weggelassen, da ein Stromfaden, der die ganze Erdsäule 
durchdringt, zwei Kapillarkräften unterworfen ist, einer, die am oberen Ende und der 
anderen, die am unteren Ende wirkt. Diese Kräfte heben sich gegeneinander auf. 
Infolgedessen ist der Ausdruck (25) frei von Av. 
Da die Säule z frei sinkt, ohne von oben etwas hinzu zu bekommen, so ist: 


’ „ 
z z N — 5 
v=huU—=— =, vv ——, vw = 
dt u u 


Auch der Porositätskoeifizient « ist in diesem Falle ein einziger. Es muß nämlich u = 
gesetzt werden, weil die Erdsäule „u vom Wasser durchdrungen und die Benetzung schon 


geschehen ist. Wenn man nun w und w durch — z’/u, und — z’/u, ersetzt, so gewinnt 
die Gl. (25) die endgültige Form: 
(u, + Yo) 2 + Yo 2 = U (z + Yo) ae % (26). 
9 wo 


Auch diese Gleichung ist für Laboratoriumversuche sehr bequem, um ihre Gültig- 
keit zu prüfen. Der Autor hat auch diese Gleichung für diesen Zweck ausgenutzt. Die 
aufgestellte Gleichung kann die in der Natur vorkommende Erscheinunpg beleuchten, wo 
der Versickerangsstrom durch einen Hohlraum in der Erdmasse abgeschnitten wird (Risse, 
Auskalkungen im Boden). 


4. Prüfung der aufgestellten Differentialgleichungen. Die aufgestellten Dif- 
ferentialgleichungen lassen sich nicht direkt integrieren. Mann könnte nur Ännäherungs- 
integrale finden. Diese Arbeit ist nicht einfach, und der Autor gedenkt dieser Aufgabe 
einen speziellen Artikel zu widmen. Wir werden uns hier auf die Aufgabe beschränken, 
einige charakteristische Punkte der y-Kurve zu bestimmen und den allgemeinen Verlauf 
dieser Kurve aufzuklären. Wir kehren zu dem Falle des gleichmäßigen Regens zurück, 
der durch die Gl (15) charakterisiert ist. Zuerst erhebt sich die Frage nach der Anfangs- 
intensität, die wir durch yon bezeichnen wollen. Um diese zu finden, wollen wir uns vor- 
stellen, daß der unterirdische Teil y fehlt, was ja auch für den Anfangsmoment richtig 
ist. Nun haben wir ein Sieb, auf welches der Wasserstrom 4, sich ergießt. 
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Die Kontinuitätsbedingung ist dann: A,= 1 y', woraus folgt yo’ — Ju/u. Dieses 
Resultat zeigt, daß es überhaupt keine bestimmte Anfangsintensität für die Versickerung 
gibt, sondern daß sie durch die Intensität des Regens bedingt ist. 

Um den Verlauf der y'-Kurve zu klären, wollen wir untersuchen, ob es Extreme 
von ,' bei endlichen y und ? gibt. Wenn man, ? und y endlich vorausgesetzt, 7" — 0 
annimmt, so verwandelt sich (15) in: 


Y e = (Av t — At, y) +V+ Ro, 


uo 
woraus folgt: 


\(IJot— u y) hol 


y == Wa + 1-+ \ > Wo , 
Y Y 


weil (Au t — u y) immer positiv ist. Dieses Resultat würde aber bedeuten, daß in dem 


Ausdruck (7) u Fyydy<mFyy — U y, d. h., daß die Reibungskraft größer ist als 


wo 
die aktive Kraft selbst, welche die Reibungskraft hervorgerufen hat, was doch nicht möglich 
ist. Folglich kann nur sein (y')--,=s=y," =. 


Wenn man (15) durch y dividiert und auf y—?=» übergeht, so hat man für 


y:t zu setzen y,„' und erhält Ausdrücke der Art —, deren Wert durch Differenzieren 


gefunden werden kann. Wenn man die erwähnten Operationen ausführt, so gelangt man 
zu dem Ausdruck: 


Io \ )y.N ' An 
1 ( ‚—p) + 1,%« Io — + (1 14). 
Y 


n 4g wo Yo 
Wenn nun aber y,„"= 0 bei endlichem y, ist, so hat man 
.’—-U-)wy — hw=0, 
Die positive Wurzel: 
(1 —- v,)wo + gs 1,)? uo“ +4 Io wo ar 
Yo == m . . . . . . (2 / ) 


_ 


gibt die Lösung. 

Man sieht also, daß die im Anfange des Artikels aufgestellte 4. Bedingung wirklich 
richtig ist, wobei y,' eine Funktion von As, ıı und wo ist, y, =f(A, Mı, Wo). Der 
Ausdruck (12) 2’ + uy"”— 0 zeigt, daß y'’ = — z’/u negativ sein muß, sonst würde sich 
keine oberirdische Schicht bilden können. Da y” negativ ist, muß sein: 0 — Jo/tı i, 
was mit Rücksicht auf (27) zu der Bedingung führt 


hl u)uw+tm’w . -» 2... (28), 


andernfalls wäre die Bildung der oberen Schichte nicht möglich. Folglich bilden nicht 
alle Regen die Oberschicht. Bei /, — m wo gibt (27) y„' = wo 
Io 


Wir sind bis jetzt zu der Erkenntnis gelangt, daß y„'=0, y"<0, „ = 
4 

oder %0 = A,/u und y„ eine endliche Größe ist. 
Wir wollen noch 0” finden. Zu diesem Zwecke müssen wir in (15) y-!=V0 
setzen. Dies gibt, da A, 1: 0, einen unendlichen Wert für yo’. Wir haben schon gefunden, 
daß y" regativ sein muß, folglich ist 


y —=—@». Abb. 2 zeigt den allgemeinen / 

Verlauf der y’-Kurve für gleichmäßigen I 
| 
| 
| 


/ 
y'--0 


Regen. Der allgemeine Verlauf der Ver- 
sickerungskurve zeigt, daß die mit der Zeit 
eintretende Verminderung der Versicke- 
rungsverluste in neuerbauten Kanälen und 
Reservoiren nicht nur von der Verschlam- | 
mung des Bodens abhängig ist, sondern daß \Pjy 











dieselbe auch die Folge einer zu inten is IE >; 
siven Füllung der Kanäle oder der Reser- | FR 2 u 
voire sein kann. | N 

Wir unterlassen hier die Prüfung der . 1 —/[ 





Differentialgleichungen für die übrigen Son- [RAanZz] 


derfälle, die manche Eigentümlichkeiten Abb. 2. 
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nm 


aufweisen, mit Ausnahme der Gl. (23) (Fall des Regens von Wollny). Wenn man für 
genügend entfernte Zeiträume A, im Verhältnis zu y fortläßt, so entsteht die Gleichung: 


Y Y ) 
—+ —— ] R ; r ® : . R r e (28 Dis). 
q to 
Das Integral dieser Gleichung ist: 
qt 
n I, ii 1° f =) f 
\4 


Man sieht jetzt, daß dieses Integral der einen empirischen Formel entspricht, von der 
die Rede in Abschnitt 1 war, wodurch das Darcysche Versickerungsgesets eine neue 
Bestätigung gefunden hat. 


5. Rolle der Isolationsschichten im Boden neuerbauter Kanäle. Um die 
Versickerung im Boden neuerbauter Kanäle zu verringern, pflegt man den Boden mit einer 
Isolationsschicht, die gewöhnlich Lehm enthält, zu verkleiden. Die Differentialgleichung, 
die ein beständiges Niveau sichert, ist (22): 


(1 Zu F y) 4 + Y Mn da Y no (20 + Ro). 


9 wo 
Wollen wir die Geschwindigkeit (y),—:—» = Yy,„' finden, so haben wir: 
„ ’ „ ) 
\ u, 20 7 Y Yon U zo + ho 
+ rein) 
Y /’q 7 ! Fi WW) ? 3 J 4 wo Y Y z. 
Da y," = 0 ist, wird y,' = wo, d.h., die Versickerungsintensität in unendlicher Zeit wird 


dem Koeffezient wo der Darcyschen Formel gleich. Nachdem wir dieses festgestellt haben, 
wollen wir annehmen, daß der Boden des Kanals aus n verschiedenen Erdschichten besteht, 
deren Gesamtausdehnung in vertikaler Richtung unendlich groß ist. 

Wenn nun der Versickerungsprozeß unendlich lange Zeit gedauert hat, dann kann 
man, wie wir schon wissen, %,'—= (0 setzen, d.h., die Trägheitskräfte können vernach- 
lässigt werden. Ebenfalls ist die Kapillarkraft auch verschwindend klein, und man kann 
o = 0 setzen. Hierauf vereinfacht sich die Grundgleichung (7), die nur für eine Schicht 
aufgestellt ist, folgendermaßen (z = 2, = Konstant): 


„Fyerdt+wFrFyydy=u Fyy = Ein 
Für eine Schicht, welche den Index 2 hat, wird diese Gleichung sein: 
oFyvdt+wuFyydy=wFyy Se STERNE. 
Wwoi 
Laut (8) ist aber: 
Fvdt=uFwdt=uFrFdy..., 
tolelich vereinfacht sich (7'°') zu: 
V® 
2» ty =Y EEE: ° 


fi LAT) i 


wo wn; der entsprechende Koeffizient der Formel von Darcy für die Schicht: ist. Wenn 
die Erdsäule aus n Schichten besteht, so ist: 


i—n =% 


S, .y _ 
20 r Br Yi =U- L) 
i l 1 1 Hi; wiı)i 
woraus folgt: 
7 n 
o+ 2 yi 
-1 
v = ı 5 j . . r r . Mr 2 ö r (30 E 
! n 
\ vi 


{ 1 4) woi 


Nehmen wir jetzt an, daß (n — 1) Isolationsschichten von endlicher Ausdehnung, wenn 
auch, entsprechend ihrer Rolle, mit sehr kleinen “o; vorhanden sind. Dann kann man 
die Formel (30) umschreiben: 


Yi Un 


| 44 wos Un Won 


en 
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Wollen wir jetzt die Grundschicht y,. unendlich tief annehmen, so hat man: 
i=n—]1 
zo + P> Yi + 1 
i | 
Yı 
(vd) yn—r= |. A ne 
t N ] Y: 1 ’ 
. Yi 
9 4 
i—] HF wi UnWwon 
Un 








d. h., die Versickerungsintensität ist unabhängig von der Beschaffenheit der Isolations 
schichten und diese verlieren also ihre Rolle bei „ =#=t—», Wenn in der Säule 
Hohlräume vorkommen, die den Versickerungsstrom abschneiden, so daß er nicht stetig 
wird, so düriten die Isolationsschichten ihre Rolle behalten. 


6. Der Versickerungsstrom kann sich frei nach allen Seiten verbreiten. 
Es wurde schon erwähnt, daß die entwickelte Theorie sich auf den künstlichen Fall bezieht, 
wo die Seitenverbreitung des Stromes durch ein Rohr verhindert ist. Im folgenden 
wollen wir ein wenig die Frage der freien Verbreitung des Versickerungsstromes beleuchten. 
Wir nehmen an, daß ein Reservoir mit sphärischer Bodenform im Boden geschaffen ist. 
Wenn man dem Versickerungsprozeß gleich vom Anfang folgen würde, so würde man 
einsehen, daß die Stromsäule erst nach unendlicher 


Zeit eine endgültige Gestalt annähme Bis dahin nm, 

wäre die Versickerungsintensität y' f(y,t). d. h., wir Ruf 

hätten mit einer mit der Zeit veränderlichen Strö- „ > 

mung zu tun. Für {=» wäre auch hier die Be | "archenfläche 
schleunigung der Versickerung ,"=0, und man Isorachenfläll 


könnte die Strömung als stationäre betrachten. 
Um dies zu beweisen, sei zuerst an die Tat- 


sache erinnert, daß die freie Grundwasserströmung Min E 
eine Potentialströmung ist, die sich durch die Existenz a 
der Isotachenflächen, d. h. derjenigen Flächen im Abb. 3. 


inneren der Versickerungsstromsäule, auf welche 
Versickerungsgeschwindigkeitsvektore gleichen Betrages senkrecht gerichtet sind, aus- 
zeichnet (siehe Abb. 3). Die Kontinuitätsbedingung für einen mit der Zeit veränderlichen 
Strom ist: 

oo» O(Fw) 


—- ee () . r s R R R . . . . (33), 


ot I8 


wo F den Querschnitt des Stromes, w die Geschwindigkeit, s die Länge des Stromab- 
schnittes und ? die Zeit bedeuten. Multipliziert man die Gl. (33) mit ds, so erhält man: 


„(9 V 
OF (FW) (Fds) , O(Fw Zr 4.) dc 
( ( ww ( ’d8 ( 'w ‚O8 ( * 
ds-+ dam —-— + ds = + (33 bis), 
ot 8 ot I8 o+t OS 
wo V das Volumen des betrefienden Stromabschnittes, @ aber die Durchflußmenge bedeuten. 


1: . ® . . ‘ 1 N oO o 
Wir wollen die Gl. (33 bis) nach s integrieren. Diese Operation liefert, da = (0) 
cd) 


EN, ET ETF Tr 


ot 


Wie aus der Hydraulik bekannt, ist der Zuwachs der lebendigen Krait der Säule 
siehe Abb. 4) gleich dem Ausdruck: 


L) 


( 


‚2 ” 3 ‚2 os 
, Fwdt‘, -— ; F\ wı dt‘, — Qdt (= — 7 ); 
vo, außer 7 und g, F und F\ı, die Isotachenoberflächen AB und CD der Stromsäule, 
v» und ıı die Versickerungsgeschwindigkeiten — oder Intensitäten am unendlich entfernten 
Knde der Säule € D und am Boden des Reservoirs AB sind. 

Der Zuwachs dieser lebendigen Kraft ist gleich der elementaren Arbeit, welche von 
den Kräften geleistet wird, die auf die Stromsäule einwirken. Diese Kräfte sind: der 
atmosphärische Druck 70, das Gewicht @ der Säule und die Reibungskraft laut dem Gesetze 
‚on Darcv. Was die Arbeit des atmosphärischen Druckes, der auf den Seitenmantel 
!er Säule wirkt, anbelangt, so ist diese 0, weil der Druck normal auf die Verschiebung 


Zu 
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seines Angrifipunktes steht. Es ist noch die Arbeit des atmosphärischen Druckes auf di: 
obere und die untere Isotachenflächen AB und CD zu bestimmen. Da in den Isotachen 
flächen keine Komponenten der Geschwindigkeitsvektoren w fallen, folgt der Druck iı 
der Isotachenfläche dem hydrostatischen Gesetz und iı 
einem Punkte »n in der Isotachenfläche € D herrscht de: 
Druck pp —+yh. Die elementare Arbeit dieses Druckes 


ist (pm +yh)dFwdt, und die Arbeit des Druckes au 
pm 


die ganze Isotachenfläche CD ist p Fwdt+ywdt/hdk 
Das letzte Integral hat die Bedeutung des Volumens CD/ 
(siehe Abb. 4). 


Die Arbeit des Gewichtes der Stromsäule kann 
yFwydt=y@y.dt gesetzt werden, wenn die horizontal: 
Ebene, von der nach unten die Ördinaten y der Ber 
noullischen Gleichung gezählt werden, durch den Mittel- 
punkt 0 der Fläche AB gedacht wird. Die Arbeit der 
Reibungskraft, die dem Gesetze von Darcev gehorcht, ist: 

vu F 7 


rl ! D in ydFywdt=y nd | wdy, 














‘ 


| u J wo wo , 
M £ 00 0 


e’—____ 77° wenn man die Integration zuerst an der Isotachenfläche 








[Rasnız«] ausführt. Wenn man nun die Ausdrücke laut dem Gesetze 
Abb. 4. der lebendigen Kraft vereinigt, so findet man: 
F 
2 w,? i : : 
Qatl - ) ‚Qdty+p Fwdt— p Fıwdt+ywdt|hdäF+ 
“4 2 14 ai 
Fi Y 
; : Qdtf 
yaı dt| har, Y way E = ra ar ae 
wo 
j Ö 
Da pFwdt— p Fwdt=mpRdt— mRıdt und Q=Rı 
ist, fällt 9 Fwdt— p Fıw, «dt weg und die Gl. (35) wird nach Kürzung durch y.dit: 
F F, Y 
u? w2 f a a , oa / 
Al — )=Qy-w|nartwm|nan jeds 
29 29 , 10n 
oder F F, u . 
K =. ES nf J 
al —-"\-ay+* | haF—""(nar, . | wdy. 
2g 2g F FM. ww) 
Die weitere Kürzung durch Q und die Einführung e 
F F, 
"ndarF ’ 
— Mo und en —= Moı 
| #F Jr 
. N ‚2 = 1 , 
liefert: sur | wdy. 
29 29 u 


0 


Bei genügend großen y kann man (Aoı — h) im Vergleich mit y weglassen und man 
kommt zu einer Annäherung, die bei y=» eine präzise Lösung liefert: 


2 ..3 1 4 
— — y— | wdy. 
29 29 wo. 
0 
Die Diiierenzierung dieser Gleichung nach y liefert: 
ro dw 
dAy— WM Y oder T duv=1d a 
g wo wo — Ww wo 
Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen «© und y in differentialer Form. Das 
Integral der Gl. (36) lautet: 


wd w 


a7 
| dw 


wo w 


U 
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Die Integrationskonstante C' ist dadurch bestimmt, daß (w),—o wı ist, woraus: 
— wo In (wo — wı) - wi = ( 
ınd 
wn — Wr ’ \ 0 j . 
wo In (wo — wı) + wı — wo In (wo — w) — w —= wo In + (wı -—w)=" y (838). 
vo — Ww wo 
Die Gl. (38) muß auch für =» gelten, folglich: 
w -W 
„In ( - ) —+ (wı nn ww), „= wo In ( 
w —- uwly=u 


on Uns. + (wı -—w,) = e (ya =» (39). 
wo — Un uo 

Dieses Resultat kann man aber erreichen, wenn die Versickerungsgeschwindigkeit 
am unteren, unendlich entfernten Ende der Stromsäule (w),—“ = w, = wo ist, d. h. diese 
Geschwindigkeit muß dem Koeffizienten der Darcyschen Formel gleich sein. Natürlich 
darf y auch nicht negativ werden, was mit dem Zerreißen der Versickerungssäule und 
dem gänzlichen Austrocknen des Reservoirs gleichbedeutend wäre. Das analytische 
Merkmal dieser Bedingung wäre erstens 


wı - w>0, WE at Er 


Alsdann würde man einsehen, daß der Ausdruck w» In = rue. 
0 w 
man weiter (wo — wı) und (wo — w) positiv, d.h. wo — wı > 0 und im — w> 0 gesetzt 
hätte. Folglich ist nur möglich wo — wı < 0 und wu — w<{ 0 und mit Rücksicht auf (40): 
1, — wı wo — w, w<Zıı, d.h. die Versickerungsstromsäule erweitert sich allmäblich 
gegen das untere Ende, oder die Mantelfläche dieser Säule nähert sich asymptotisch der 
Mantelfläche eines zylinderartigen Körpers, laut Abb. 4. Was den Wert von wc, d.i. der 
Versickerungsintensität am oberen Ende der Stromsäule nach unendlicher Zeit anbelangt, 
so dürfte dieselbe von dem Gesetze der Füllung des entsprechenden Reservoirs abhängen, 
wobei für natürliche Reservoire, Teiche, Seen usw. ? ganze geologische Perioden um- 
fassen muß. 
Je weniger wı von w, sich unterscheidet, desto schlanker wird die Stromsäule, 
und als ihre Grenzform kann ein Zylinder aufgefaßt werden. In diesem Falle wird 
v—=uwı =we=w, und die Gl. (36) erscheint in der Form: 


g 
wo 


negativ werden könnte, wenn 


wdw - (ww —-u)du=" (w—-u)dy, wdw=ß0, w = konst. — ww. 


81. 


Über die Biegungsschwingungen einer Welle. 
Von F. H. van den DUNGEN in Brüssel. 


1. Allgemeine Begriffe. Ein vor kurzem erschienener Aufsatz von OÖ. Föppl!) 
regt mich zu einigen Bemerkungen an. Die Biegungsschwingungszahlen einer Welle sind 
die Quadratwurzeln der Kigenwerte einer Integralgleichung, die wir folgendermaßen 
schreiben ?) 

Bew : rauen er 


v 


nit den Bezeichnungen: 


x und s zwei Abszissen der Welle, 
Y: und y;, die Durchbiegungen in & bzw. s, 
©:27z sekundliche Biegungsschwingungszahl, 
m, die spezifische Masse, in x, 
@. die Einflußzahl (oder Greensche Funktion). 


/ bezeichnet die Summe aller Massen der Welle, d.h. der stetigen Massen m, dx 


u) 
ınd der punktförmigen Massen; die Summe setzt sich aus zwei Teilen eines Integrals 
on Stieltjes zusammen. 


') ©. Föppl: »Berechnung der Biegungssehwingungszahl einer Welle .. .“, diese Zeitschr. Bd. 7 
327), S, 72. 
°, Wir vernachlässiren die Wirkung des Trägheitsmoments der Massen. Siehe dazu mein Buch: 


'urs de Technique des Vibrations. Revue de l’Fceole Polytechnique, Bruxelles (Solboch). 


15 
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Wir wählen von vornherein eine Durchbiegung yo. und rechnen eine Reihe yı, 
Yaz, Yizs . mit Hilfe der Rekursionsgleichungen 
Yn 4.7 9 Pr 7 EEE ; ' 
(u) 
Die niedrigste Biegungsschwingungszahl ist gegeben durch 
Pr . Un-!ırxr .. 
0%,” —= lim : A ee  : ;; 
Yn a u 


gültig für irgend ein x. Ebenso ist die zweite Zahl gegeben durch 


2 7 . Yai’a - YUnx Y—2x 
0,? 0,3? — lim DE ; Zee; ; 3 
YUnx” - UYn+ıx YUn—-1a 


Wir wollen aber die Folge yo-, Yır, Y2z,.:.. durch eine »mittlere« Folge Yo, Yı, Ya, . 
ersetzen, WO Ei ee, ae ee. 


w 


nach einer Bemerkung von Schwarz. 


4 ” P “ “ ... [) 2} Yı Y 
Es ist zu bemerken, daß man sich bei der Ausführung mit ®,?=-" * und = oder 
Yy2x 2 


. 04 lo o. 
selbst o,? = #°* und - begnügen muß, wenn man glaubt, daß . in die Nähe der 
Yıa 1 
wahren Durchbiegung kommt. 
Wie sollen wir nun f(x) in Gl. (5) wählen? Die folgenden Betrachtungen mögen 


uns dazu führen: Wir haben nach Gl. (1) 
/ m, Ys“ ds = w?/f FG, mM, M, Y dsdx oder 0? — e/a ; 


u ww 


wo e—= 1, /my“’ds, a— Vs fe; MM Yı dAsAL. 

Man bemerke, daß w*’e die maximale kinetische Energie ist und »*a das maximale De- 
formationspotential. Das Verhältnis von e durch a ist am kleinsten, wenn y, (und 3,) 
die wahren Durchbiegungen sind. Wählen wir die Annäherungen y,-ı,., so ist nach 


(Gl. (2) / mx Yn-1° de 
‘ w 
0; . = Be /’n . . . . . . 5 D (6). 


/ Mx Ynz Yn—ız dx 


27) 


Da in der Nähe einer Minimumstelle eine Funktion sich langsam verändert, sind die 
zwei Seiten fast gleich, und Gl. (6) ist identisch mit 
Er 
0,» E i : a s ‚ . a" . : . (7) 
wenn f(x) = m. Ya-1r:» 
Die Difierentialgleichung der Biegungsschwingungen ist 
BETTER SE ee 


nach dieser Gleichung haben wir ') 
[(EJ.y."')' y. de = 0’ / m, yı’ dx oder o’— je, 


wo VW! /(EJy') ydx 
das maximale Deformationspotential ist. Das Verhältnis von \ durch e ist am kleinsten, 
y. die wahre Durehbiegung ist. Wählen wir die Durchbiegung y,., so ist 


wenn 
/ mı Ynz Yn—] x dr 
7) (vd 
a“ Ga . == (J, e “ 2 ’ ‘ s ! R 9) 
/ ma Ynz’ dr 1 ( /y 
u) 
da wir die Rekursionsgleichung (2) in der Form 
EA Po) © VE ; 


schreiben können. Nun ist Gl. (9) wieder mit (7) identisch, wenn f(x) = m. Yn:. Es ist 
leicht zu sehen, daß 9, eine bessere Annäherung als p, ist, da nach der Schwarzschen 


Ungleichheit: 


/ m, ya. dx / m. y.-ı2° de >| / m. Y.-12 Yu dx]. 


u eu) (iv 


I), Bei der Ausführung ist der Einfluß der lokalen Massen zu beachten! 
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Wir haben auch p. < q.-ı für genug großes n. Es ist also 


a EEE Er (11). 
Oft genügt es, zu schreiben 


9° <gqı <pı . ’ ° } R . . . j (11a). 
Um eine untere Grenze für o,? zu bekommen, muß man die Zahl A, berechnen: 
An=S:::/Mı m... MM: &rı 3 A923... Ur. 2, Aı ds... Am: 
w w 
.. y 1 
Wir haben ') AA=:— 
w;2m 
und, da hier alle Zahlen ®,? positiv sind ?), 
-1 —1 
Mn u ee 4 .- +1 u 4 97? j Be, Se ..% (12). 
Oft genügt es, zu schreiben u. a ee NEE a Zr (12a), 
wo Aı = / m. a,. dx. 


1677 


Die Ungleichheit (12a), mit dem Zeichen — geschrieben, ist die Dunkerleysche Gleichung. 
Nun wollen wir noch in Gl. (lla) pı und gı mittels einer passenden Wahl von 
/o.. vereinfachen. 


2. Beiderseits gelagerte Welle, ohne freitragendes Ende. Wir nehmen 
yo. Konstant an und setzen 
Yoz=9...(g= 9,81 misec“”) . .». 2» 2 2.2... (18). 
Dieser Wert g genügt nicht den Auflagergleichungen und weicht dafür von der wahren 
Durchbiegung ab. Aber es folgt daraus kein großer Irrtum, da «. sehr klein ist, wenn 
x eine Stelle dicht neben den Auflagern ist. Nun haben wir als erste Annäherung 
DEE . - ne A 


vw 


was identisch ist mit der statischen Durchbiegung unter dem Einflusse der Belastung m.y. 
Wir haben also die Annäherung 


0,2= _? . . . . . . R . . . R . (14a), 


YıM 
wo Yım die größte statische Durchbiegung ist. Gl. (14a) ist die Baumannsche Gleichung. 


Richtiger sollten wir nach Gl. (11a) 


/ mx Yyıa dz [I Mı dx 
© ur ” M 15) 
ı?<g ee td ( 
w w 


schreiben. Diese Ungleichheiten sind beinahe Gleichheiten; sie lassen sich leicht be- 
rechnen, da yı. die statische Durchbiegung der Welle ist. 


Zahlenbeispiel. Wir stellen nur drei Massen m(), m‘), m“) in Rechnung, die 
Durchbiegungen sind y), y2, y„®,. Wir werden annehmen, daß 


md — m) — 2, m) — 1,5 
und daß die Matrix der «,, 
9@ 2a 1« | 
| 2 0 4a 20 |; 
| 1l« 2a 30“ | 


wo « eine Konstante ist. 
Die Determinantegleichung der Schwingungen ist 


60?’ — 1 3a? 2a w® 
' 4aw° baw:’— 1 4aw° ed . +.» « Ai8 
|2a0? 3 a@w? baw?— 1 
die Wurzeln sind 1 1 1 | 
-—=12«, m=4d, a DE |; 3° 
“ww” 1/7 57 3 


I) Folgt aus der Tbeorie der Integralgleichungen mittels des auf die Determinantengleichung 
ıngewandten Gräffeschen Verfahrens. 

3) Es ist zu bemerken, daß sich bei Berlicksichtigung des Einflusses der Trägheitsmomente 
negative Wurzeln ergeben können (im Falle der kritischen Geschwindigkeiten). 


15* 
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Wir haben nach Gl]. (14) 


y) — Yı Vu 11 gQ, Yı )—14u J ae a (18) 
und (15) 
/ mx yıx dx 
S- ü 11,81 re 
= u = en - 
g / Mr da 5.9 ,“ 
‚ 0 5 Er 
/ My Yıxz’dz 
l w 178 a z l 
= a= 11,963...20 < - 
gg / m: Yıxz da 65 1,” 


(ı) 


Die zweite Annäherung ist gegeben durch 


MV) — 1,9) = 130 0? g, y) = 172 0?g 
und 
/ mx Ygyx° d x 
w 111,976 l 
_- a = 11,998 ....a << —., 
/ mı Yızy2ı dx 9,352 ww,“ 
vv 
Die Dunkerlevsche Gleichung liefert uns 
1 — 
< Aı == 15 &. 
,* 
Besser ist 
4 ! 
1 "Ange 4 | 
— Va» =Vı64 ?=1238...0, „a <V A = V21008 a’ 12,0...@ usw. 
cr 0] 


3. Durchgehende Welle und Welle mit freitragendem Ende. In diesen 
Fällen ist die Gl. (13) nicht mehr gültig, da Massen auftreten, die in entgegengesetzten 
Richtungen schwingen, so daß die wahre Durchbiegung nicht immer dasselbe Zeichen 
hat. Wenn wir die Welle von einem Ende an durchlaufer, so setzen wir 


Y%: = J De et (20), 
wobei das Zeiehen jedesmal verändert werden soll, wenn wir über eine Stütze schreiten; 
daher wollen wir + und — g in den ungeraden bzw. geraden Feldern setzen. Nun 
haben wir 

= / 2m gd Ju mngdl”. .:» :.: .. 1) 
w wm‘ 


wo die Summen / und / sich auf die Gewichte der ungeraden bzw. geraden Felder be- 


ziehen. Wir bemerken, daß yı, nicht mehr die statische Durchbiegung ist, 
sondern die Durchbiegung unter dem Einflusse von positiven Gewichten in den 
ungeraden Feldern und von negativen Gewichten in den geraden Feldern. 

Wollen wir die Durchbiegung der Welle unter dem Einflusse der Gewichte der 
Teile in den ungeraden Feldern berechnen, so ist 

y=y/ Wr m.da; 

ebenso ist die Durchbiegung der Welle unter dem Einflusse der Gewichte der Teile in 
den geraden Feldern, gegeben durch 


ya—=ySWrmedk, 


' 
) 


und die erste Annäherung yı, (21) ist die Differenz zwischen den zwei partiellen statischen 
Durchbiegungen: 


ur > 3 ein a rn BR 
Die Gl. (11a) liefert uns 
/ Max’ Yız' d x wu / Max’ Yız““ da } Mrd x 
\ wm‘ ww w 
NM,“ < = { j ( : ® . 23). 
| J / m yız dx J / ma‘ yız' da — /S me yıa' de" ( 


w ww‘ w‘' 


Die oberen Grenzen von ®,? werden wir so ohne Schwierigkeit bekommen; die untere 
Grenze ist hier noch z. B. durch Gl. (12a) gegeben. 
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Zahlenbeispiel: Eine Welle besteht aus drei Feldern, von denen die zwei ersten 
durch drei Stützen abgegrenzt sind und das letzte ein freitragendes Ende ist. Wir stellen 
nun eine Masse in jedem Felde in Rechnung, nämlich 


mi) — 2, m) = 1,5, m) = 2. 
Die Matrix der «,, ist 
34 — 24 l« 
— 218 4« 2 « 
1 « —)«% 3« 


Man sieht leicht, daß die Determinantengleichung die Gl. (16) ist und daß die Wurzeln 
durch Gl. (17) gegeben werden. Nun haben wir 


(1) (3) on Lues | 
y =y =2'30a+2.1a—15.(—2)e=1lag]} (24) 
(2) Du ns ») Ip} S Zi ; +) Be F ui s E 

y, = 2.20 2.24 1,54 0 l1ag \ 


Man muß die Verschiedenheit der Zeichen zwischen Gl. (18) und (24) beachten, aber weil 


wir z.B. 


/mı Yız“ dx / m, Yyır' da 
| v tatt lo 
Ä - ‚. sta 
4 / Ma’ Yıa dx / max’ Yız’ d x g / MxYıla dx 
1‘ a‘ 


tt) «w 


ebrauchen müssen, ist das Resultat dasselbe und wieder (siehe Gl. 19) 
1 


| 


11,960... a < 


USW. 

4. Ueber die zweiten, dritten, .... und höheren Schwingungszahlen. Die 
Gl. (4) gibt uns das Mittel, die zweite Schwingungszahl zu berechnen; ähnliche Gleichungen 
eelten für die höheren Zahlen. 

Für die erste Annäherung von ®,° müssen wir Yız, Y2z, Ys, berechnen, für die 
zweite noch ,., usw. Unser Zahlenbeispiel in 2. liefert uns 


(1) (3) (2) 
u Y 4 
(1) (3 (2) 
Y, Y, — 11a 4 y, 14 « g 
(1) (3 n (2 = 
Ya = Ya = 130 & J Yo, ' = 172 0% g 
1) (3) er (2 en q 
y\ =y, = 1556 & 4 Ur . == 20/2 g 
(1) (3) PP N (2) DAR ! 
Y4 y, = 18664 «" g y, > 21880 a’ y 
Daher folgt genau 
u. — Y3 x Yıa 2 Bas — YıxW3a — 94 a? 
Yız  — YazYoz  Y2a — Yaayıa 
Nun scheinen die Gl. (5) falsch zu sein, da 24 «® — w,”" @,”*?; um dieses zu erklären, 


möge man sich des Bestandteils der Ännäherungen erinnern. Die Reihe yo., Yız Y2r,-- 
tritt bei der Auflösung der nicht homogenen Gleichung 
y— 0°’ / MY: ld 4 Yo: 


auf, deren Lösung 
Y%=Yı:t+t w’yı. +Wm'pı + ..- (0? <. w,?) 


en = 
D w” 
r 8 


Y: — Yo L- w“/ Yo y d S ° . . . . . . (25) 


D (w°) 


oder 


(v 


'st. Die Durchbiegung y. mag unendlich werden, wenn »* eine Wurzel der Determinanten- 
rleichung 

ce a te 
st, d.h. einer Schwingungszahl entspricht. So hat man im allgemeinen die Wurzeln 
»;‘, wenn man nach den Werten von ®° die y, unendlich zu machen sucht. Aber es kann 
zeschehen, daß, der Wahl von yo. gemäß, der Zähler der zweiten Seite von Gl. (25) für 
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eine Wurzel w;? von (26) auch null ist. Alsdann ist y, nicht mehr unendlich für ®? — w? 
und man muß die Wurzeln 
m Bee, Bis 
durch die Annäherungen berechnen. Das findet in unserem Beispiel statt zufolge der 
Symmetrie der Massen und Einflußzahlen und der Wahl von y.=g; so scheint es, daß 
es nur zwei Wurzeln w,’ und ®3;°’ gibt. 
Die Gl. (4) und Gl. (3) zeigen uns nicht die Richtung der Annäherung an; um 


Ungleichungen, ähnlich den Gl. (11) und (12), zu erlangen, müssen wir, wie folgt, rechnen. 
Die Gleichungen 


2(2,s)=o//ka,s; uvvV)ewv)dudv. . . .. . (27) 
vw 
und 
o* ze,» 
en | EJ.' EJ, —— ) =0m.m,2 (x, s) (27a) 
O2” O#° x 0%? 


mit denselben Randbedirgungen wie Gl. (10) haben die Eigenwerte 


0,;—= 0;° mw? (24: 57) 


J / 


und Eigenfunktionen 
(X)  Yils) 
I) 9568) 


wo 4%; die Eigenfunktion (oder Lösung) von Gl. (1) für ©? — w,? ist. 
Der Kern von (27) ist 


(m, s 


m. [7 


zv 
1 

k(x,s; uv)— „mum, 
- Gr; d; 


ı 


Um die Eigenwerte mittels des Iterationsverfahrens zu berechnen, setzen wir 
(a, )=//k(a, 5; wvV)a-ıluv)dudv . . 2. 2.28) 


vo oo 


oder 
e)y4 co)? Zn 
Fr (EI. -EJ,' — .) mr: 5: (28a). 
)e08 Or? og} / 
Wir rechnen die Annäherung z,(x,s) mittels y,.., indem wir setzen 
a a Ynx Yn+1z 
2. (8, s) = ser Birch Sei 
Yns Yntıs 
Da 6. — ®,’®,° der kleinste Eigenwert ist, so haben wir 
9 9 r An! (23. 8) 
09," @y° — lim „EI 
Zn \x. 8) 


für jeden x und jeden s. Nun bemerken wir, daß 
(0, )= —z(s,x) und 2(&,x)=0; 2.(%,5)= — 2.(8,%) und 2,(x%, x) = 0 

q ’ . . 2, —ı (2, 8) 

und 0,?0®,?—= lim lim | 
s—rn—=x Zn (&, 8) 
Wir wollen die Grenzen des Produktes ®,? ®° wie die Grenzen von ®,° berechnen. 
Wir haben z.B. “ 
/ ul, s)2.-ı (tr, s)mı ms de ds / / zn=1? (X, 8) ma m 8 


0,? 09? < we en a Äen (30). 


> >} 2 
I JS zn’ (x,s) m m, dx ds IS m, )s- ,B)m wmdxds 


w WW ww 


Für eine beiderseits gelagerte Welle, ohne freitragendes Ende, ist 
Yr—=Wwı—g; »(X%,s)=g(yı. — Yız); 2ı (8, $) = (Yyız Ya: — YazYıs) 
und daher z.B. | 
M / mx Yı „* de — (/m: Yix dr)? 
a 9 47) “v 
0,” g”“ nu ( - r - - USW, 3l 
/ /m; Yıla dx: / mr yızy92 dx — / me Yı2? dx: / mı Y9x dx ' ) 


u) up vw u 


wo M die Masse der Welle ist. Man bemerke, daß es für Gl. (31) genügt, yı. und %s: 
zu berechnen, was für die erste Annäherung von Gl. (4) nicht gilt, 
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Für das Produkt w,? »,? 3? haben wir 
Yna Ya+lz  Yn+2 
| Un] Un 2 Un +1 
. . . ; | Yn—3 Un-1 Un 
0)? 05°? 3? = lim (n—x) . . .(83) 
Yn-+1 Yu+? Yu+3 a 
Una Ya! YUn+2 
Yn a Un Un l 
Wir benutzen auch die Gleichung 
(2,5, t)=t///k(x,s,t;uv,w)2(uv,w)dudvdw . . . (35) 
vv ww w 
Bi : «r 
: f. : 1 y 
mit k(x,5,t;uv,w) = „Mu MM. | Es ;, & 
> 
A Gy; dr, 
Nun sind die Eigenwerte T = 0,’ 0,? w;? GEI/FH, 


Zuletzt, um die höheren Schwinpgungszahlen zu berechnen, können wir die asymp 
totischen Werte dieser Zahlen mit Hilfe der Weylschen und ÜCourantschen Gleichungen 
abschätzen '). 306 


Vektoranalyse 


der komplanen Bewegung eines ebenen starren Systems. 
Von EMIL WAELSCH in Brünn. 


Lesen in den Gleichungeen.« Plücker. Siehe 
F. Klein. Vorl. über höhere Geometrie, S. 16. 


nter Verwendung der Vektorrechnung lassen sich die Sätze und Konstruktionen der 

komplanen Bewegung eines ebenen starren Systems leicht ableiten. Hierbei wird 

die Relativ- ebenso wie die Führungsbewegung gegeben durch infinitesimale Trans- 
lation und Rotation, wodurch die Formeln an Symmetrie gewinnen. Die verschiedenen 
Affinitäten, die bei den Beschleunigungen auftreten, insbesondere die Burmestersche‘), 
werden nachgewiesen, und für die graphische Dynamik grundlegende Sätze Witten- 
bauers’) und Pöschls*) in einfacher Weise abgeleitet. 

Ein von dem Bezugspunkt D ausgehender Vektor und sein Endpunkt seien mit 
demselben deutschen Buchstaben bezeichnet. Aus der Vektorreehnung der Eben 
werde folgendes verwendet. Die Ebene sei die ij-Ebene eines Öartesischen Eee 
koordinatensystems mit den Achseneinheitsvektoren ijf. Der Vektor a dieser Ebene wird 
im positiven Sinne um 90° in den Vektor fa gedreht’), der mit a’ bezeichnet sei (ge- 
lesen: »a gedreht« oder »ı Komma«). Es ist also: 


im. IKB DER ne 
ab'’=a:(f> He -#> 5 b=-—a.b. rn 
Bei der Drehstreckung in der ij-Ebene um D im positiven Sinn PR den Winkel p 
und mit dem positiven Streckungsverhältnis 7 übergeht der Vektor r in den Vektor r: 


EiBRIH TB RE 545 8 ea Ka 
Hierfür kann auch geschrieben werden: 
== 1% . h j . . . . . . . . . . . (d), 


wo jetzt a,b beliebig sind, und‘): —Va’+bi, tgy=ba. 


) R. Courant »Zur Theorie der kleinen Schwingungen«e, diese Zeitschr. Bd. 2 (1922), S. 285. 
Courant-Hilbert >»Methoden der mathematischen Pbysik« Bd. 1. 

®) L. Burmester, Kinematik. Leipzig (1888), S. 818. 

3) F. Wittenbauer, Ztschr. f. Math. u. Phys. Bd. 36, S. 231, Bd. 40, S. 91, 151, 279 und 
ÖWraph. Dynamik, Berlin (1925). 

4) Th. Pöschl, Ztschr. f. Math u. Phys. Bd. 58, S. 156, Bd. 60, S. 144 und Wittenbauer, 
raph, Dynamik, S. 62 ft. 

5) Dieser »gedrehte« Vektor (»gedrehte Geschwindickeit«) wird seit langem in der Kinematik 
erwendet. Bei Verwendung komplexer Zahlen wird er dureh Multiplikation mit 7 gegeben (s. Schell, 
Mareolongou.a. Wittenbauer bezeichnet ihn ohne prinzipielle Einführung komplexer Zahlen mit /W), 


°), Es soll 1/a=a gesetzt werden. 
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Die Inverse der Drebstreckung hat die Gleichung 


Y BESFIEHE .  h 
denn wird r hieraus in (d) eingesetzt, so gibt (a): "—=r. (d’) ist auch die Lösung 
von (d) nach! r. 

Der Vektor ab wird durch den Punkt 


BI DMDEHF 5 5 4 fr 
im Verhältnis r « geteilt. Die Vektortripel abc, a b’c mit 
(=ua+rlb, (=-u+Hrd ....% Re: ; 


sind affin. Die Geraden ab, ab’ schneiden bzw. die Vektorgeraden c,c’ in den Punkten 
(5,6, und diese teilen die Vektoren ab, ab’ in demselben Verhältnis vu und c,c in 
dem Verhältnis #—+ r, weshalb 
DE =lu+rr)e, VO = urn)! . 2. 2 2.20.20. (B). 

Es wird der reziproke Vektor a= a:-ı.ua des Vektors a eingeführt, so daß ou: oa 

Anwendungen. a) Die drei Punkte a, b, c liegen in einer Geraden, wenn 
De + ce "+a DV —=0. 

b) Die Längs- und Normalkomponente des Vektors b für aist b-aa- an =b-an 
bzw. Va =b- ad. 

ce) Hat der Punkt r die Geschwindigkeit vd und die Beschleunigung 9, so ist die 


Normalkomponente ı von 9 gegeben durch: 9:v’v'. Ist m—= ri der Krümmungsvektor, 
wobei M der Krümmungsmittelpunkt, so ist bekanntlich der reziproke Krümmungsvektor 


nm =nvd-v, so daß pemeg TE 0 GE, ; ; ' 


Für die Kurve r(/) mit v—r', a=r'‘, ist hieraus: m = r"-r'r”. 


1. Bewegung im Raume, Für das bewegte räumliche System XI seien t und ı 
dessen infinitesimale Translation bzw. Rotation um DD. Dann ist die absolute Geschwin- 
digkeit v des Punktes ı bezogen auf 2 gegeben durch 


v=-vV/[=t+9x<r,+r° ee (I), 
wo W die Führungs- und r’— dr'dt die Relativgeschwindigkeit bzw. 2 ist. 
Ist a ein Vektor in X, so ist nach dem Satz von Bour') die absolute Aenderungs 
geschwindigkeit von a: rxXatıa 


Wird hier = gesetzt, so ergibt sich die absolute Beschleunigung { des Punktes r 
bezogen auf 2 als: 
g=[ltxd=()erx<t+trx(txn+rXxr+l=t+trx<r+rx<rt+tre), 

-Txt+t + rXxXX NM +HTXTT+HT"+2rxr \ 


% 


(II). 


Hier geben die vier ersten Glieder die Führungs-, das 5. die Relativbeschleunigung 
bzw. 2 und das letzte die Coriolisbeschleunigung. 

Ebene Bewegung. Ist f im Raume fest und sind die Vektoren t,r senkrecht f, 
die Rotation r gleich » f, so kann die Bewegung als eben angesehen werden. Nach 
(I, II) ist dann 

det +Holx<ı +r=ti+Hor+t . . ..:. .,.Äl) 
= ontx<t+t Hettx< (tx) Ho (ei) Hr +2utxr) 


+. 

ee ı a’r+}7[= oa|r’+-r'+2or' \ 
2. Die Pole. Die Relativgeschwindigkeit r' ist gegeben durch eine infinitesimale 

Bewegung als‘): Eat a tee A 


I) vergl G. Koenigs, Cinömatique, Paris (1897), S. 129 ff., G. Hamel, El. d. Mechanik, Leipzig 
1912), S. 405 

*) Aus dieser Darstellung von A können leicht bekannte Konstruktionen abgeleitet werden, so 
die der Beschleunigung des Punktes Y, wenn die Krümmung eines Punktes V für seine Bahnkurve be- 
kannt ist (s. etwa W. Hartmann, Maschinengetrlebe, Stuttgart und Berlin (1913), S. 329) oder die 
Beschleunigung bei Dreistab- und Schubgetrieben. 

>) Die intinitesimale Drehung dieser Bewegung könnte auch um einen Punkt C erfolgen; dann 
würde sie lauten: ! + oo, C—- O'=(' - wo, Ü)+mw,!’. Es kann aber, wie es oben geschieht, f’— mw, (' 
durch ft}; ersetzt werden, 











g 


n 


N 


wr. 
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Wird gesetzt t+tı =t, + @0, = w, so gibt (1): 
vet tur, Vak —uwrl . . .: 2.20.00. 0. (4. 
Für den Drehpol D der absoluten Bewegung ist v— 0, daher ist nach (4): 
Daulb, Da-uh.'. :..: .:%..B), 
vb=u(ltt—Dd, v’=--wult—-D .. 0.0.0.0. 0. (6). 


Verschwinden hier th, u bzw. t, 9, 80 liegt die Führungs- bzw. Relativbewegung 
vor, deren Drehpole daher sind: 


a a ne ei; ° 
D=-65)=0 +0 (md +md) .: > 2 22). 
4. Aus (3) ist die Relativbeschleunigung 

the ) =ß)-h riet’ —w?t. .». .:. 0.09. 

Daher ist nach (2) die absolute Beschleunigung, wenn: Y+Yyı =, I — d=1 
geult!— w)+yrl+oti—ot’+t=(4).e » » .: (10), 
BEZ HEN: Hana OR e  eert &- 
= WM HI D HE 5: rear e A 
Ip geh +ot'— st!) =- 0, 4+Yg 2) et un AuSL 


wo 9, die absolute Beschleunigung des Drehpoles D ist; denn für D verschwinden v, 


v’ in (11)'). 
Für einen Punkt tr mit verschwindender Normal- bzw. Tangentialbeschleunigung 
ist nach (11) 


ge Vv=-wV vH, V=()= wie — D’— vg, Fr -D=0, 
gr=ugdtr+gpt=lßk)=ugt—D’—- ug D)=0. 

Er liegt daher auf dem Wende- bzw. Tangentialkreis mit bzw. der Gleichung 
F—- DD’ wg, Ee-D)=-0 F-D’- gt -D=-0 . . (14), 


welche Kreise daher durch D gehen und durch den zu D diametralen Wendepol \ 
bzw. Tangentialpol S mit den Ortsvektoren 


Be, Baier en 


Daher ist auch 9, = w’ (N — D)=g(T — 9) und nach (12): 
geuwI—Hrıt—-D’=wW(D—-D+9c—-9' . . . (16). 
Wird DO nach OD verlegt, also D — 0, so werden die Kreisgleichungen (14) 
rrt— I t=0, TIT-9.I1=0. ...:.:.. (1). 


Die Polwechselgeschwindigkeit u kann bekanntlich wie folgt bestimmt werden. 
Ist D’ der Drehpol für das zweite Zeitelement dt, so ist u—=DD'/dt. In diesem Element 
hat D die Geschwindigkeit 9,.dt, und es dreht sich & um D’ mit der Winkelgeschwin- 


digkeit w-+ dw; daher ist 9, = (w + dw) [(D’ D)'/dt = — u], so daß 
= #095" ?) ee ra ag ae a 


) Diese und die abzuleitende Formel vereinfachen sich, falls der Drehpol D als Bezugspunkt 
rewählt wird, da dann W = 0, W=0. 

2) Für eine ebene Bewezrung, die durch f,w gereben ist, und für welche daher nach (4, 5, 13, 
15) gilt: 


von 
‘ 


dbei+ruf, Deut, (y=t’-gut, JZ=-Dd+w?g; 
kann die Polweehselgeschwindigkeit U direkt bestimmt werden als 
a) Relativgeschwindigkeit des Drehpols D: 
u=-d=w(t” — yul)=w Ip; 
b) absolute Geschwindizkeit des Drehpols: 
N=1+ >. t+ ww’ +Dd'-D' wär: 


c) gleich der absoluten Geschwindigkeit des Wendepols \: 


u=Pb)/,. „=t+wDd Fwiln =win. 


as 
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Für den Beschleunigungspol ©, dessen Beschleunigung verschwindet, ergibt (12): 


Gew - DH 6 —-D ... 7... MN, 
so daß nach (4):  — T = [w (IS — D) + g9?(9 — D)] wt + g?’— 9° also: 
Bude Hr 6). . .: . 2 + 5 Ad 


daher Ö nach (d) den Vektor SD im Verhältnis #? teilt, wobei #— y w? ist. 
Nach (12, 15, 18) ist noch: 


Ni wt -— Ö)+4u(r-©) .. 2.2.2.2. (20), 
\-G—-:,6'+xd, 9=-6+x0'—-:D .... A). 


3. Die Formel von Euler-$Savary ').. Der Punkt ı bewege sich relativ auf der 
Kurve (€, oder r(f). Seine Relativgeschwindigkeit und -beschleunigung sind t' bzw. tr ' 
Die Kuve (©, hüllt die Kurve C,. mı,, m, seien die Krümmungsvektoren und W, =, + r, 
It. ma +r die Krümmungsmittelpunkte dieser Kurven für r. 

Hat r die absolute Geschwindigkeit und Beschleunigung v bzw. {, so ist nach (11) 
AV’ = w0-+9„°0'; daher ist nach (7) 


eier en ren ne 
Wird nun der Bezugspunkt in den Drehpol ID verlegt, so ist nach (6, LI, 17) 
D=-uort,t=—-wr 9:vV’—=-w-—u-rv. Daher ist nach (k) 
1. = (w — u vV)Vt = (wu! — 1)! 
m. —wu-tV Ir, Mm. tl=wutuwu-t ET 2 


Mm tIl=t—-wu-r'r 
Hieraus ergibt sich )N,, indem w, statt w © —+ ®; gesetzt wird; denn für die 
elativbewegung ist die Polwechselgeschwindigkeit auch ı, und die Winkelgeschwindigkeit 
ist ©). Daher 


ee EEE y Se 7% CZ 55 Ge | 1° 
Demnach: WU. —- MN, = — wourroder da: v!=—ur auch (MM. -M,) u’ = 0; 
folglich: 
ESSEN 


D. h. (nach b), S. 252): Die Längskomponente von Wi. — WM, für u’ oder die Polkurven- 
normale ist: ou. 

Aus (1) ergibt sich der reziproke Krümmungsvektor der festen Polkurve, wenn 
Y,b durch D, u ersetzt werden: 


1, (w—u:-D)u. 
Wird hier », statt © gesetzt, so erhält man für die bewegliche Polkurve: 
m, = (0 —uD’)w, 
also 
Nm, — a, — MU. 
Vermöge (n) ergibt sich demnach die Formel von Euler-Savary in der Gestalt: 
MM) win, — m, 


d.h. die Längskomponente des Vektors WM. — Wi, für die Polkurvennormale u’ ist kon- 
stant = Ill; — 11,. 


4. Affinitäten. Es soll nun der Punkt r als Bezugspunkt gewählt werden. Dann 
ergeben sich aus (12, 16, 20) die folgenden Darstellungen für die Beschleunigung 4 von tr: 


ride ee er, 
g=ew’I—-yd’=-wWDd—-40 = wG-4Ö' .... (23). 
Die erste und letzte dieser Darstellungen sagen nach (d) aus, daß 4 — 4, bzw. j aus den 
Vektoren D bzw. ® durch dieselbe Drebstreckung mit g y = — yu’=—ı, T— Vw* + g? 


) vgl. hierzu Koenigs, a.a. ©. S. 143 ff. 











) 
- 
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hervorgeht; die zweite zerlegt 4 in die Wendebeschleunigung 0? J und die Triebbeschleuni- 
sung — gD' Grüblers; die dritte gibt die Zerlegung Schells. 

Vermöge dieser Darstellungen sind nach (f), da die w?, q zu derselben Zeit für 
alle Punkte von & dieselben sind, die Vektortripel DD (g —9,) SD’, DS'g, 


5 6'a zu einander affin. Die 1. und die 4. dieser Affinitäten sind die eben genannte 
Drehstreckung, die 2. ist die Burmestersche. Sie geben wohl die einfachsten Lösungen 


er Aufgabe: Der Geschwindigkeitszustand von 2 und die absolute Beschleunigung eines 
%\' 


Punktes von & sind gegeben, ferner bzw. 1. Beschleunigungspol, 2. Beschleunigung des 


Drehpols, 3. Wende-, 4. Tangentialpol; die absolute Beschleunigung eines anderen Punktes 
ist zu konstruieren !). 

Die vier Vektortripel sind auch untereinander affin?), und die 3 letzten derselben 
haben den gemeinsamen Vektor 9 als sich selbst entsprechend. Daher fallen (siehe den 
Schluß der Einl.) die Punkte 6 dieser Tripel zusammen; die dortigen Verhältnisse werden 


hierrvu= —gw=—“ u+r—=w?—g, und daher 9=(w’— g)r &. Hieraus folgt, 
daß, wie selbstverständlich, die Dreiecke SD & und ©’ 9’ ©’ homothetisch sind, daß sie 
aber auch als Homothetiezentrum den Pankt (6 auf der Geraden von g besitzen. Oder: 
Die Vektoren $D und D’ 9’ haben parallele Geraden und die Geraden SD, DS’ 
schneiden sich in dem Punkt 6; analoges für die Vektoren DG, H’G' oder D6, H’®”, 


Aus (23) ist auch, wenn {= u. IS +rD +06, V=-uDd+r9+0G 
EETEE a ee ee re 


mit ar -+-0— 1, wo jetzt X, ”’ Punkte sind, die sich in der obigen Homothetie ent- 
sprechen. 


5. Sätze Wittenbauers. Für die Führungs- bzw. Relativbeschleunigung ver- 
schwinden tı,®, bzw. t,o; daher sind nach (10) die Beschleunigungen der Drehpole d, d; 
dieser Bewegungen bzw. y=t'+7d,,"=t +yıdı', so daß (13) ergibt 

,=0R 0, +07 + I, — (9 yı — wıY)y w. 

Nach (15) ist für die Wende- bzw. Tangentialpole dieser Bewegungen 

g,7= w? (IF - d), 5, ar S— dh), gr — d), ( en dh). 

Daher folgen die fraglichen Sätze Wittenbauers . (15, 24) in der Form 
(ntv=90+0,9=}7-+71,9=-h—d): 

S = ww" (w? N + 0,8 sr"+-200; d,) (@ u Y) w’g 
= m ’ +rS/+ yı 9’) 


wobei noch (®7ı — o; wg auch gleich ist dem Vektor g(yd-+yıdı) -w(oad +n d)= U, 
so daß 


(26), 


(op -oıyJwl—lg w—=.)D. 


6. Pole durch Kraft. An dem mit Masse M belegten System Y mit dem Schwer- 
punkt © greife in a die Kraft ® an; es sei W =, } der mit P gleich gerichtete Einheits- 
vektor, so daß P= pp. Das Drehmoment W der Kraft P bzw. S it M= u x<P—=patf, 


wo a der Arm der Kraft ist, -- je nachdem ® -- dreht; es kann angenommen werden, 
daß der Vektor a senkrecht ®B ist. Es sei 7’ das Trägheitsmoment von I für ©, is der 
rägheitsradius, so daß 7T= Miz°’ und die Winkelbeschleunigung y von 2 für die 


Drehung um © ist: = Tpa. Es werde © als Bezugspunkt gewählt. 
Die Beschleunigung 9% des Beschleunigungspols © der Bewegung verschwindet. 


Nun ist diese Beschleunigung die Summe der Beschleunigung M ®, die © infolge ® hat, 
und der Beschleunigung infolge der Drehung; daher ist 95 = MP — w"”& +96’ also: 


w"®—-uS®’=-MS .:... 2.20.20... (98), 
G=(dA)=- Mu BP+g4P)9=w'+g:. 2. a 2 A re 


I) Bei Wiederholung der Konstruktion für viele Punkte mag die Uebertrarung der gleichen Ver- 
hältuisse x,%w” +9g (siehe das folgende) durch irgend ein Hilfsmittel, z. B. Proportionalzirkel, vor- 
zenommen werden. 

?) Und auch affın zu dem Tripel der Vektoren G D, (G DD)’, — 4x, wie sich ergibt, wenn in 
24) © für Y gesetzt wird, wo dann (\ verschwindet. 
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wodurch der Beschleunigungspol ® aus der Kraft bestimmt erscheint. Aus (28) folg 
($) 8’ = Mw’WV : =» vl= Sr +: - [MT 5°] pa B’ _— Do (30), 
wobei \,, 0. nach (21) Wende- bzw. 'langentialpol sind für den Fall, daß der Drehpol \ 


in © liegt, also D — 0 ist!), und daß diese Pole bei veränderlichem # auf der Geraden 


durch ® senkreeht & © liegen. Ist dies nicht der Fall, so ist nach (21) für den Wende 


bzw. Tangentialpol der Bewegung, da noch nach (30): Sb = —- 1%, ,=x#%': 
IH + TV =- rl DdD—- 9), = — rd io — DD’ . . (3). 
Es ist » D Tu:M>< D, daber nach (31) S,®D durch die Kraft 


% 


3j=MwP+i!MXD, H=is’pra(P—apMwWMX<D) . (32). 


n* - 


Auch für M — 0, also wenn VW in © angreift, ist \ = %, 9 = WM 
b} » ) ’ 


7. Sätze Pöschls. a) Da \ nach (32) linear in B und X ist, ergibt sich sofort 
der Satz: Der Wendepol der Resultierenden mehrerer Kräfte ist die Summe der Wende 
pole der Komponenten. 

b) So, 0. sind nach (30) von a bzw. p unabhängig, während =gw’= Tpa w‘’ 
von beiden abhängig und ® von p,a unabhängig ist. Bei allein veränderlicher Größe p 
der Kraft ® bzw. allein veränderlichem a (d. h. bei einem »Parallelkraftbüschel«) laufen 
3 bzw. D nach der ersten Darstellung in (31) daher auf Geraden durch 9, bzw. Do, die 
parallel D’, also senkrecht D® © sind und aus den zweiten Darstellungen daselbst, daß 
sich \ bzw. D auf Geraden durch © verändern, die parallel den Vektotoren (D — 9)’ 

{2 


bzw. (So — D)' sind, also senkrecht zu den Vektoren DS bzw. D In. 


ec) Aus (29) folgt durch Bilduug von ©: ©, [EP =-pv]:©, P:-©', wenn noch 
Mp' 0°’ = u gesetzt wird: 
6-6 =-u, 1 6=-Muw’pu P-®=-MTau. 
Durch Elimination von « ergeben sich hieraus, bei r statt ©, nach (30) die Kreis- 
gleichungen: 
vor a viren . ar 


Da diese nicht mehr von a bzw. p abhängen, sind die Kreise die Oerter der 
Beschleunigungspole © für allein veränderliches p bzw. a. Diese Kreise 
Pöschls sind nach (30, 14) auch Wende- bzw. Tangentialkreis, wenn ® in ©. 

d) Ist WU der Armvektor der Kraft B, so ist P—paW N? nach (30) daher 

UN? N, folglich Oo entgegengerichtet V und 9, ==” W; daher: Der Impuls- 
pol Do ist Antipol der Kraftgeraden bzw. des Trägheitskreises. Folglich auch: Die 
Impulspole der Kräfte eines Kraftbüschels liegen anf einer Geraden, der Antipolare 
seines Scheitels. Oder: Aus (30) folgt: iz’pp'’=pa%», daher: 

-15° pt [Ip a f >< N) —| M > No = (a > N) > N. 


Für eine Kraft des Kraftbüschels mit dem Scheitel a kann gesetzt werden: P=su+ ra, 
so daß: 1 x pe rıxV—ria’ 4 a 5° N == 7 |Iilie No: 


Mn is’ a? (or —ı) — i5?° 1 ’a+to", 


Antipolare des Punktes a bzw. des Trärheitskreises. 
I 8 


Die Impulspole der Kräfte eines durch eine Gerade 9 senkrecht © a »geradlinig 
begrenzten Kraftbüschels« mit dem Scheitel a liegen demnach auf der Antipolare von ı, 
die Punkte \ der Kräfte aber nach (30) auf der zu y parallelen, die durch Streckung 


mit dem Zentrum © und dem Verhältnis Mw?” aus der um —.a parallel verschobenen 
Geraden y hervorgeht. 751 


wo o veränderlich ist. Die Impulspole ©, der Kräfte des Büschels liegen daher auf der 


I) Die Punkte \o, Sn sind der Punkt A bzw. der »Impulspol« H Pöschls. 


= 
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Ueber die quasi-statische Berechnung ge- 
schlossener kreisförmiger Ringe konstanten 
Querschnittes. 1. Ist ein geschlossener kreis- 

rmiger Ring konstanten Querschnittes durch 

räfte senkrecht zu seiner Ebene belastet, so 
elen in einem willkürlichen Querschnitte als 

tisch unbestimmte Größen eine Querkraft D, 

n Biegemoment M und ein Torsionsmoment W% 

ıl 

(Gibt man die Lage einer äußeren Kraft ? 

‚ch den von diesem Querschnitle aus ge 

\essenen  Zentriwinkel 9 an, . und reduziert 
ıın alle äußeren Kräfte sowie die in dem 
etlrachteten Querschnitte wirkenden statisch 
bestimmten Größen durch Multiplikation mit 


em zu jeder Größe gehörenden Faktor 
Ir 

wobei also die zu einer Seite des Querschnit- 
es gelegenen Größen D, M und 95 verschwin 
len und die zur anderen Seite gelegenen Re 
aktionsgrößen unverändert bleiben) so entsteht 
ein Gleichgewichts-Kraftsystem. D, M und 
ind also aus den Gleichgewichtsbedingungen 
dieses Kraftsystems in direkter Weise zu be 
stimmen, Die Resultate sind unabhäneis von 
dem Verhältnis der Steifiskeilsfaktoren E7/ und 
(‚/„ des Querschnittes, 

>. Ist der Ring durch Kräfte in seiner 
bene belastet, so gilt folgender Salz: 

\lultipliziert man die auf den Ring wirkende 
kontinuierliche Belastung gz ebenso wie die in 


len Querschnillen 0 und © 2n wirken- 


‘ . r . . ( 

en Größen M, N und D mit dem Faktor / 

2 

und ergänzt man das so erhaltene reduzierte 
\raltsyslem: 

a) mit den (durch die Meßrichtung von % 

bestimmte) im posiliven Sinne um 72 


. = [71 
sedlrehten und mit dem Faktor mul- 


2 
liplizierten tangentiellen Belastungen fr; 
. ’.u N., ds 
b) mit dem Kräftepaar: r —— (r=Ra- 
} In 
dius des Ringes; nz die nach außen 
hin positiv gezählte Radialkomponente 


von Geo 

o ensteht ein Gleichgewichtskraftsystem. 
Die bei der Reduktion ungeändert gebliebe- 
nen statisch unbestimmlien Größen Mor Nor 


/)»- sind also auch hier aus den Gleichge- 


wichtsbedingungen eines Kraftsystems zu be- 
lımmen. 

Vernachlässigt man die Formänderungen, 
welehe im Rings als Folge der Normal- und 


uerkräfte auftreten, so ist der im obigen 


salze unter a) genannte Faktor gleich eins 
sonst hat er den Wert: 


8 Sh 
+. +- 

F Sn Pr Ma 

ah Sh 
ı +4 l 

4 > 

" Su / Ns 


DS, &% und s, die Steifigkeilsfakloren des 


()uerschnilles svesen PBiegung, MReckung und 
Schub bedeuten. 

Kine konzentrierte Radialkraft P trägst in 
dem unter b) genannten Integral natürlich den 
Belrag Er boi 

Zn 

3. Wirkt bei dem unter 1. behandelten Be 
lastungsfalle ein äußeres Biegungsmoment M 
auf den Ringe, so hat man dieses Moment 


( “ 
durch das reduzierle Momenl 4 M und eine 
) 


linzelkraft von der Größe " zu erselzen 

2ır 
In welcher Richtung diese Kraft angebracht 
werden muß, leuchtet unmittelbar ein, wenn 
man das Moment durch zweı unendlich nahe, 
zu den Winkeln @ und do gehörende un- 
endlich sroße und entgegengesetzt gerichtete 
kräfte K ersetzt und die unter 1. genannle 
Reduktion auf diese Kräfte anwendel. Man 
sieht dann, daß die einzuführende Einzelkraft 
M 


anr 
Winkel 9 --d» gehörenden Kraft X. 
Im entvegengesetzten Sinne hat man außer 
dem im Mittelpunkt des Ringes noch eine Kraft 
S M 


ıı Richtung übereinstimmt mil der zum 


(s, Torsionssteifickeit des Quer 
".+ 9 27r 
schnitltes) anzubringen, 


Kin Torsionsmoment 8 muß durch das re 


duzierte Moment 7 Js und ein Biesungsmoment 
VAR, ; 
erselzt werden, welches aus dem Momente I 
er: | 4 77 
durch Multiplikation mil und Dreluing 


7T \8u + 8:) 
im negaliven Sinne um n/2 seines Momentvek 
lors entsteht. 
(. Wirkt bei dem unter 2. behandelten Be 
lastungsfalle ein Biesungsmoment JM auf den 
Ring, so hat man an Stelle dieses Momentles 


5 02 
das reduzierte Momen! MM und außerdem 
yARL 
eine Radialkraft: 
| M 
sh sh FE 
a 
""8n Tr” 8s 
einzuführen. Die Richtung dieser Kraft wird 
ähnlich wie die der unter 5. senannten KEın 


zelkraft ud bestimmt. 
2sır 

Die unter 1. 2. 3 und 4 genannten sSälze 
werden durch partielle Integration der in den 
CGastigliano’schen Gleichungen vorkommen- 
den Integrale erhalten. 

Sie erlauben es den willkürlich (auch exzen- 
trisch) belasteten kreisförmigen geschlossenen 
Ring in kürzester Zeit durchzurechnen. 

"ür Beispiele sei auf »de Ingenieur« Dez. 
1927 (wo auch die für die Sätze 1. und 2. 
erforderliche Integration durchgeführt ist) ver- 
wiesen. 

Delft (.. B. Biezeno. 870 
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Ueberschallgeschwindigkeit in zylindri- 
schen Rohren. In verschiedenen Lehrbüchern 
findet sich die Bemerkung, daß in zylindri- 
schen Rohren kein Gas beim Ausströmen eine 
höhere Geschwindigkeit als die Schallgeschwin 
digkeit erreichen kann. Die Versuche bestätigten 
dies Entvevenstehende Beobachtungen Tließen 
sıch auf Meßfehler oder falsch angeordnete 
Meßstellen zurückführen. Aus diesem Umstande 
wurde auch geschlossen. daß die Ausflußformel 
nur bis zum JIlochstpunkt gilt und dann die 
(Geschwindiokeit einen  s„leichbleibenden Wert 
annimmt, statt wieder abzufallen. Es sollen 
ım nachstehenden einige Tatsachen angeführt 
werden, die zu zeigen scheinen, daß in beson 
deren Fällen sich doch eine VUeberschallge- 
schwindigkeit erzielen laßt 

Bei der Herleilung der Ausflußformel wird 
in der Weise vorgegangen, daß man einen Be- 
halter 3 wählt, der mit einem  gespannlen 
(‚ase gefüllt ist, das aus der Mündung M auszu- 
strömen versucht und sich auf den Außendruck 





RS 


B 











Abb, 1. Ausströmgefäß. 


der Umgebung (A) abspannt,. Das Gas ıst dabeı 
nacheinander vekennzeichnet durch die Zu 
standserößen: 


Druck Volumen Temperatur 
(k£ em?) (m’/kg) (0 abs.) 
Im Gefäß .... pi vi T; 
In (der Mündung Pm Un Im 
Im Außenraum . . Pa Va Ta 


Im gespannten Zustande besitzt das Gas eine 
bestimmte potentielle Energie. Sein Leistungs- 
vermögen sei mit ZL mkg/kg bezeichnet. Beim 
Ausströmen setzt sich die potentielle Energie in 
kinetische um. Diese hat auf 1kg bezogen 


u w* x R 
den Werl wenn mw die Strömungsgeschwin- 
2g 
digkeit ist. Wir erhalten durch Gleichsetzung 
der Ausdrücke die Gleichung: 
] ww? 
4 u uU‘ 
, 
2g 
Für den beliebiven Punkt x. bei dem die 
I:nersieumselzung noch nicht vollendet ist. viel- 
mehr ein potentieller Rest Z, vorhanden ist, 


oılt: 


V2gL. 


w—=y2y(l.—L.). 
Fur die Mündung gilt daher: 
Um } 2 4 (IL ze E. . 
KErfolst die Ausströmung ohne Wärmeauf- 


nahme oder Abgabe. d.h. adiabatisch, so Ist 
Il. gegeben «durch 


I, pivi, 
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worin x der Exponent der Adiabate ist. Setzt 
man den Wert in die Gleichuns für w ein 
so wird: 


/ % 
Um 2 (9; di -—- Pn Um) 
n I, * 1 Pi ı I " m 
und wegen 
pi v,* Pm Um* 
% l 
% Pm % | 
U m 2 (] Pi ®; 1 ang | ) . 
H 1 Pi 


Das sekundlich ausströmende Gewicht wird 
bei fcem? Mündungsquerschnitt und unter Be 
rücksichtigung von 


bestimmt zu: 


I 


el 


/ | | 
j / H » ) % ) x 
G. fl 2y ? Pi (5) ver | 
\ „—|1 vi pP: pi 
Die Kurve der ausströmenden Gasmassen ! 
ist in Abb. 2 wiedergegeben für verschiedene 
” Pa .. > . ° 
Werte von . Wir sehen, dab sie einen para 
Pi 


bolischen Charakter hal. Das Maximum der 








OST 
/\ | x 
Ü4 + + + + 1 

v|ı|ı 


03 4 TREE | ed 
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02 
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Abb. 2. Ausströmkurve. 
Kurve läßt sich durch Differenzieren und Null 
selzen des Klammerausdruckes finden. Es tritt 
ein für; 

X 


Pa ( 2 Br I 
pi “+1 


Aus dem Umstande, daß die Ausflußmenge 
nach der theorelischen Formel kleiner werden 
muß, sobald man das kritische Ausdehnungs- 
verhältnis überschreitet und aus dem Um- 
stande, daß sich dieser Zustand in der Praxis 
bisher nicht verwirklichen ließ. schließt man. 
daß die Formel nach Erreichen des Höchst 
wertes für die Ausflußmenge ihre Gültigkeit 
verliert, Die Versuche, die unter den Bedin- 
sungen des Turbinenbaues bisher angestellt 
wurden, d.h. bei denen es sich darum han- 
delte, eine unbegrenzt große Gasmasse durch 
die Mündung ausströmen zu lassen, zeigten, 
daß nach UVUeberschreilen des kritischen Wertes 


') Sehüle, Thermodynamik Bd. 18.321 (4. Aufl.). 
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die Ausströmung sich an das Maxımum anlehnt 
ınd konstant bleibt. 

Wie es scheint, bieten die Vorgänge im 
Geschützrohr Gelegenheit, die bisherigen An 
ichten zu revidieren. Unter Berücksichtigung 
des noch bei Einsetzen der Verbrennung Testen 
Zustandes des Pulvers und der darin enthalte- 
en Energie, sowie seiner Verbrennungswärme 
und eines Verbrennungsprozesses, der nur 
wenig vom Gleichraumverfahren abweicht, sich 
ıber dem Sabalheverfahren anschließt, erhält 
nan eine Verbrennungshöchsttemperaltur von 
14759 abs. 

Schreiben wir für die kritische Mündungsge- 
schwindigkeit oder was dasselbe ist für die 
Schallgeschwindigkeit nach Schüle 


x 
Wsch = 2g pi N; 
"z+l 
oder weven 
> rt 
v»u=R-T,;, 
worin R 24.9 die Gaskonstante des betrach- 
lelen Gases Ist. 


usa = 29 R 2; 
“+ | 

Der Wert von x ist hier im Mittel bei der 
Kxpansion zu 1.22 zu wählen. Die Höchstge- 
schwindiekeit, die die Gasmassen im Rohr er 
reichen können. ist nach dem Vorhergehenden 
die Schallgesehwindiekeit und hat den Wert 

Wsen = 1100 m/s. 

Wenn die Gase selber keine höhere Ge- 
schwindigkeit erreichen können. so muß es 
Ihnen erst recht unmöglich sein, noch ein Ge- 
schoß über diese Geschwindigkeit hinaus zu 
beschleunigen. Es ist aber bekannt. daß das 
(veschoß «des Parisgeschützes, das mit dem er- 
wähnten Pulver verfeuert wurde. eine Mün 
dungsgeschwindigkeit von 1400 m/s hattet). 

Der ‚Widerspruch löst sich, wenn wir das 
Problem von einer anderen Seite betrachten 
Denken wir uns ein sehr langes Gefäß. das an 





T 


| 
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Abb. 3. Versuchseefäß. 


beiden Seiten geschlossen ist (Abb. 3) und ver- 
brennen in ihm am linken Ende das Pulver, 
wobei sich das Gas zunächst nicht ausdehnen 
soll, so nimmt es einen Zustand an, der durch 
die Größen p,.v%. T; gekennzeichnet ist. Die 
\lasse des Pulvers sei m. Das Gas hat nun das 
Bestreben sich auszudehnen. Die Front des 
(Gases, die wesentlich gerade bleiben soll und 
parallel zu späteren Schichten, wandert längs 
des Weges s. Die jeweilige Geschwindigkeit ist 
dabei nr Sobald das Gas auf die Gegenwand 
dat 
aufprallt, wird es sich wiederum verdichten 
Bei Abwesenheit von Widerständen, die ener- 
sieverzehrend sind. wird die Bewegung ständig 
!) Revue d’Artillerie. 1926. Les gros canons 
allemandsa. 
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weıler gehen. Wir haben es somit mil einer 
Schwingung großer Amplitude zu tun, deren 
Rückstellkraft nicht dem (eradliniengesetz 
folgt, da die Adiabate erheblich davon ab- 
weicht. Wir wollen von einer Dämpfung ab 
sehen, da einerseits die für ihre Berücksich 
tigung erforderlichen Grundlagen heute noch 
nicht vorhanden sind, andererseits, sie nur den 
Zahlenwert, nicht aber das Wesen des Vor 
vanges beeinflußt. 
Die Schwingungsgleichung lautet: 


d’s . 
m—tF:pW)=0. 
dt“ 
u. % eu : 
Hierin stellt der Faktor „ die Beschleuni 
e 5° 


sung dar, 7 den Rohrquerschnitt und p(v) 
die Abhängigkeit des Druckes vom Volumen. 

In der Gleichung muß zunächst s durch » 
ersetzt werden. Die erforderliche Beziehung 
finden wir, wenn wir bedenken, daß bei einem 
Vorrücken der Gasfront um den Betrag ds 
ein Volumenzuwachs um dv erfolgt gemäß der 


Gleichung dYV ".ds. Da es sich um Gkse 
Gas handelt, so gilt für das spezifische Volu 
men die Beziehung dV G: dv. Damit erhal 
ten wir G-dv "ds und durch Differen- 
tıatıon 
G. d*v ” d?s 
at’ dt? 


Die Schwingungsgleichung hal nun die Form 


G d’v Zen 
m» . +p (v) u, 


F? at” 


Ihre Lösung ist! 


dv / 2 | 
| - r d u. 
dt > 


Hierin ist t eine Hilfssröße. Sie hat den 
Wert: 
/m.@ 
A. \ Eur , 
F’ 
Setzt man wieder ds ein, so wird: 


J 


d8 7° G? 
u -Ipdv.-—=Y2gl. 
dt m Gr mr ; 


Denn das Integral /pdv hat (nach be- 
kannten Sätzen der Thermodynamik) den Wert 
l.. Das Minuszeichen steht hier, weil die Be- 
wegung unter Abnahme der potentiellen EEner- 
sie erfolgt. 

Was wir gefunden haben, ist die uns be 
kannte Ausflußformel für Düsen. Sie enthält, 
da sie für einen beliebigen Ausdehnungsvor- 
sang, der den Charakter einer Schwingung hat, 
abgeleitet wurde, keinerlei Beschränkung fur 
den Gültiskeilsbereich und kann daher auch 
nicht bei der Schallgeschwindigkeit ihren Wert 
einbüßen. 

Aus dieser Ableitung scheint zu folgen, daß 
man die Expansion einer begrenzten Gas 
masse stets so leiten kann, daß Ueberschall- 
seschwindigkeit in einem zylindrischen Rohre 


I) R. Rüdenberg, Diese Zeitschrift Bd. 3 
(1923), S. 454. 
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eintrilt, Voraussetzung ist die endliche Be- 
vsrenzlheit der Gasmasse und eine genügende 
Länge des Rohres. Eine andere Grenze ist in 
der Dämpfung zu erkennen, die der Bewegung 
entgesenwirkt und die nur dann ohne merk- 
lichen Einfluß bleibt, wenn die schwingende 
Energie diesen Verlusten gegenüber groß Ist. 
Auch der scheinbare Widerspruch, der in dem 
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Kleinerwerden des Ausflußgewichtes bei Zu- 
nahme des Ausdehnungsverhältnisses liegt, lösı 
sich nun, da nach Ueberschreiten der Schall- 
veschwindigkeit die Gase soweit verdünnt sind. 
daß ihre höhere Geschwindigkeit nicht mehr 
im Stande ist, die Gewichtsabnahme aurch Aus- 
dehnung auszugleichen, 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhanilung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Handbuch der Physikalischen und Tech- 
nischen Mechanik. Herausgegeben von Prof. 
Dr. F. Auerbach und Prof. Dr. W. Hort 
Band I, Lief. 1. Mit 120 Abb. im Text. IX -- 
306 Ss. Preis 30 M. Band III. Mit 198 Abb. im 
Text. IX I68S. Preis 40 M. Band V, Lief. 1. 
Mit 231 Abb. im Text. IX 2748. Preis 36M. 
Band V. Lief. 2. Mit 101 Abb. im Text u. 1 Taf. 
V| 718S. Preis 1920M. Band VI, Lief. 1 
Mit 311 Abb. im Text. VIII 46508. Preis 45M. 
Band VII, Lief. 1. Mit 125 Abb. im Text. IV - 
238 8. Preis 22M. Joh. Ambr. Barth, Leipzig 
1927/28. 

\us dem altbekannlten Winkelmann schen 
Handbuch der Physik, das 1896 in erster, 1909 
in zweiler Auflage erschien, hat sich jelzt, da 
eine dritte Auflage notwendig wurde, das 
Handbuch der Physikalischen und Technischen 
\lechanik als selbständiges Werk losgelöst. Sein 
\usmaß ist auf sieben Bände berechnet, die ge 
waltiven Umfang annehmen werden. Man kann 
wohl sasen, daß es die bisher umfassendste 
Darstellung des Gesamtgebiels der Mechanik Ist, 
die hier versucht wird. Der erste Band soll 
nach den bisher vorliegenden Lieferungen die 
(‚rundlagen einschließlich der geometrischen 
leile der Mechanik enthalten, der zweite die 
Dynamik starrer Körper; der dritte und vierte 
Band sind der Elastizität und Festigkeit. der 
fünfte und sechste den Flüssigkeiten und Ga- 
im siebenten sollen besondere 
Probleme wie Kapillarilät, Diffusion, Thermo- 
mechanik usf. behandelt werden. Gegenüber 
dem Springerschen Handbuch der Physik, 
in dem der Mechanik drei Bände vorbehalten 
sind, fallen drei kennzeichnende Unterschiede 
auf. Vor allem ist die Darstellung breiter, be- 
haglicher, mehr auf Verständlichkeit und Be- 
nutzbarkeilt als auf knappe Konzentration be- 
dacht. Daß die technischen Anwendungen in 
weit stärkerem Maße berücksichtigt werden, 
liegt schon im Gesamtplan des Werkes und ist 
ia auch im Titel deutlich zum Ausdruck ge- 
bracht. Schließlich ist hervorzuheben, daß das 
Buch in erfreulicher Weise, nach Art der älte- 
ren Lehrbücher der Mechanik, auch Tferner- 
lievende, von der mathematischen Theorie noch 
nicht erfaßte mechanische Erscheinungen mit 
in den Kreis der Betrachtungen zieht. Um nur 
ein Beispiel zu nennen, findet man in dem 
bbildunge, die die 


sen zvewidmet: 


Ix ıpitel uber Erdbeben eine 
typischen Formen der Zerstörung von Häusern 
durch Erdbebenstöße darstellt. Der Fortschritt 


der wissenschaftlichen Mechanik kann gewiß 
nur vefördert werden, wenn derart der An- 
schauungskreis möglichst erweitert wird. 
Ueber die einzelnen bisher erschienenen Lie- 
ferungen läßt sich schwer etwas Abschließen 
ddes sagen, da sie Teile der verschiedenen Bände 
sind und ein Ueberblick über das in den 
ausstehenden Lieferungen noch zu Erwartende 
nicht gegeben wird. Jedenfalls bietet die Durch- 
sicht der vorliegenden Hefte den Eindruck 
eroßer Umsicht und einer gewissen Gediegen- 
heit in dem dargebotenen Stoff. Erstaunlich 
ist die umfangreiche Leistung des einen Her- 
ausgebers, F. Auerbach. Von ihm rührt 
nicht nur eine große Reihe vortrefflicher Auf- 
sälze über die Grundbegriffe, verschiedene Ab- 
schnilte der Elastizilätlslehre, der Hydrodyna- 
mik usf. her, sondern er hat überdies in Zu- 
salzen zu solchen Artikeln, die ihm ein zu 
Iheorelisches Aussehen zu haben schienen, noch 
vieles beigelragen. In allen A uerbachschen 
Kapiteln ist größter Wert auf Zusammenstel- 
lung des Tatsachenmaterials, besonders auf 
ausführliche tabellarische Angaben gelegt, Man 
wird kaum in einem anderen Werke so voll- 
ständig alle experimentelle Daten über die 
mechanischen Eigenschaften der Stoffe finden 
wie hier. Größere oder mehr in die Tiefe 
gehende mathematische Ueberlegungen liegen 
dem Herausgeber allerdings nicht. Es werden 
zumeist nur die Ansätze oder ganz kurz die 
Resullate erwähnt, so daß der Lernende auf 
diesem Gebiete nicht ganz auf seine Rechnung 
kommt. Von gewohnter Präzision und for- 
maler Abveschlossenheit sind die Aufsätze von 
A. Korn über Potential und über die Grund- 
gleichungen der Elastizilätstheorie. Vorteilhaft 
hebt sich der Artikel von Geckeler über die 
Biegungsprobleme an Stäben, Platten und Scha- 
len ab. Von der Hydromechanik bringen die 
bisherigen Lieferungen im wesentlichen nur 
eine Behandlung der älteren Problemgruppen, 
meist auch ohne vollständige Berücksichtigung 
der neueren Literatur, Man wird wohl er- 
warten dürfen, daß die moderne Entwicklung 
in besonderen Aufsätzen in den späteren Lie- 
ferungen zur Darstellung kommen wird. 
Doch schon jetzt kann hier ausgesprochen 
werden, daß den beiden Herausgebern und 
ihrem großen Stab von Milarbeilern der Dank 
aller Fachleute gebührt für die mühevolle Ar- 
beit, mit der sıe für lange Zeit ein Standard 
werk der Mechanik schaffen, das eine be- 
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immte und bedeutungsvolle Stellung inner- 
lb der gesamten wissenschaftlichen Literatur 
innebmen wird. Mises. 895 


Dr.-Ing. FRANZOLLENDORF. Erdstrüöme. 
rundlagen der Erdschluß- und Erdungsfragen. 
it 64 Textabb. Julius Springer, Berlin 1928. 
VIII + 2608. Preis geb. 20 M. 

Der Verfasser hat bereits durch sein frühe- 
es Buch über Hochfrequenzlechnik und zall- 
eiche Abhandlungen in technischen Zeitschrif- 

ı nieht nur eine hervorragende Kenntnis 
oderner e'ektrotechnischer Probleme, sondern 
ch eine sichere Handhabung der mallhema- 
‚chen Hilfsmittel dieses Gebiets, die sich 
ınchaus nicht auf dis elementaren Methoden 
eschränken, erwiesen. Für das in dem neuen 
Buch bearbeitete Gebiet konnte daher kaum ein 
veignelerer Autor gefunden werden. 

Die Frage der Erdströme hat insbesondere 
it der Ausbreitung der Hochspannungsüber- 
ravungen und der elektrischen Bahnanlagen 
wachsende Bedeulung bekommen; von besoın- 
erer Wichliskeit ist dabei, neben anderen, die 
Frage nach den Spannungsdifferenzen, die auf 
kurze Entfernungen, z. B. Schrittweite seines 
\Nannes, an der Erdoberfläche auftreten, und 
die für Menschen gefährlich werden können; 
ferner technische Fragen, wie Beeinflussung 
von Nachbarleitungen. der E'nfluß auf die An- 
(ennenwirkung und ähnliches. 

Die angewandleı mathemalischen Meihoden 
sind durchaus der klassischen Potentialtheorie 
ntnommen, und daher für deren Kenner leicht 
verständlich. Das Eigenarlige des Buches liegt 
ın der Fülle verschiedenartiger elektrotechni- 
scher Probleme, die durch oft weitgehende, 
aber immer begründete und krilisch geprüfte 
Vereinfachung auf Aufgaben dieser Disziplin 
zurückgeführt werden. Verschiedene dieser Aul- 
vaben sind von dem Verfasser erstmalig in 
\neriff genommen worden, so die über Aus- 
leichsvorgänge, bei denen die IErdstromvertei- 
ung eine Rolle spielt, die über Wärmeerzeu- 
ung durch Erdströme, und andere. 
Jedenfalls kann das Buch wärmstens emploh- 
len werden; nicht nur für die, die sich spe- 
ziell mit den Erdströmungsproblemen beschäf- 
‘sen, sondern für alle, die tiefer in den Simn 
der potentialtheorelischen Methoden in ihrer 
Beziehung zur Theorie der elektromagnelischen 
elder eindringen wollen. 


Breslau. F. Noelher. 887 


H. KOBOLD Stellarastronomie. Sonder- 
usgabe aus der Eneyklopädie der Mathema- 
schen Wissenschaften. Mit einem Vorwort des 
Verfassers. Verlag von B.G. Teubner, Leipzig 

Berlin 1926. 8. 239-372. Preis geh. 5,80 M. 

Die vorliegende Schrift ist ein Separatab- 
!ruck aus Band VI der Enzyklopädie der ma- 
hemaltischen Wissenschaften. Nach einer Ueber- 
ht über das Beobachtungsmalerial sind be- 
andell: Die scheinbare Verleilung der Sterne, 
ie Milehstraße. die räumliche Verteilung der 
sterne und die Exslinklion, die Eigenbewegung 


der Sterne und der Sonne, Besonderheiten des 
Bewegungszuslandes, bewegle Sterngruppen, deı 
Bau des Sternensystems. Für die Leser dieser 
Zeitschrift ist vielleicht interessant, daß viel 
fach von den Methoden der mathematischen 
Statistik. insbesondere der Kollektivmaßlehre., 
Gebrauch gemacht wird 
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Dr. J. FRENKEL, Professor für theoretische 
Physik am Polytechnischen Institut in Lenin- 
gerad. Lehrbuch der Elektrodynamik., 
Erster Band. Allgemeine Mechanik der Elasti- 
zität. Mit 39 Abb. Verlag von Julius Springer, 
Berlin 1926. X —+ 3658. Preis 2850M, geb. 
209.70 M. 

Das letzte ausführliche Lehrbuch der Elek- 
Itrodynamik in deulscher Sprache war das von 
M. Abraham. Es stammt aus der Zeil, als 
es den Anschein halte, eine »elektromagnelische 
Weltanschauung« werde die mechanislische ver- 
drängen, als besäße man in den Maxwell- 
l.orentzschen Feldgleichungen bereits den 
let-ten Schlüssel zum Verständnis der Materie. 
\Wir wissen heute, daß die auf ihnen beruhende 
klassische Elektrodynamik« im Prinzip keine 
andere Bedeutung für das physikalische Welt- 
bild hat als die klassische analytische Mecha- 
nik, nämlich die eines mathemalischen Ge- 
rüstes, durch das sich die Erscheinungen im 
Groben gut, im Feinen aber nicht mehr dar- 
stellen lassen, daß aber in ihr ein Formel- 
system, das allgemeine Gülliskeit hat, nicht 
sefunden ist. Jede Darstellung der klassischen 
Elektrodynamik muß heute von dieser Er- 
kenninis ausgehen, und das führt notwendig 
dazu, sich die Darstellungen der analytischen 
Mechanik als Vorbikl zu nehmen, die schon 
lange rein deduktiv vorgingen, und es den 
speziellen Anwendungen (Hydrodynam k usw.) 
überließen, die Beziehungen zum Experiment 
herzustellen. Ganz in diesem Sinne ist nun 
das vorliegende Lehrbuch gehalten. Es besinnt 
nicht wie üblich mit Fuchsschwanz und Pa- 
pierschnitzeln, sondern sucht das Begriffssy- 
stem der Llektrodynamik rein logisch auf dem 
kürzesten und durchsichligsten Weg zu ent- 
wickeln, ohne sich an die geschichtlich be- 
sründele Darstellungsweise zu halten, die häu- 
fig noch vorherrscht. In diesem Sinn fühlt 
man in dem Buch etwas vom Geiste der Hei- 
mat des Verfassers, von Sowjelrußland. Sowie 
die analylische Mechanik vom Massenpuskt 
ausgeht, so ist der vorliegende erste Band 
ganz auf der Vorstellung der Punktladung be- 
gründet, während der zweile, analog der An- 
wendung auf Hydrodynamik und Elaslizitäts- 
lehre, die bereits der experimentellen Erfas- 
sung nahestehenden Lehre von den makro- 
skopischen elektromagnelischen Vorgängen in 
wirklichen Körpern behandeln soll. 

Der vorliegende Band ist sehr übersichtlich 
in drei Abschnitte geteilt, denen eine EKinlei- 
tung über Vektor- und Tensorrechnung vor- 
angeht, Der erste Abschnitt behandelt die von 
der Zeit unabhängigen Vorgänge Den Aus 
gangspunkt bildet dabei nicht die Vorstellung 
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der isolierten Punktladung, sondern die des 
elektrischen Dipols Die Herleitung der Ge 
setze geschieht nicht wie üblich aus den em 
pirisch vegebenen Gese!lzen von Goulomb und 
ondern aus dem Energiesatz und 


der Aequivalenz von elektrischen Strömen mil 


maeonelischen Dipoleı Besonders hervorzu- 
heben ist, daß der Ersetzung willkürlicher 
l’elder durch Systeme von Multipolen ein brei 


ler Raum ewidmet ist, Der zweite Abschnitt 


} 


behandelt die von der Zeit abhänzisen eleklro- 


masnelischen Wirkungen, a!so die Strahlungs- 
erscheinungen. Die Struktur des Strahlungs- 
li des bs wevter L,adun en wird sehr ausflühr- 
lich analysiert und überall daraul hingewiesen, 
daß die übliche Strömungsvorstellung der Ener- 
ie mit Liehtgeschwindiskeit nur in der »\Wel- 


lenzon« keineswess aber in der unmittel- 


baren Umzebuns des schwinsenden Teilchens 
anwendbar ist, Der dritte Abschniit behandelt 
die Auffassuns der von der Zeit abhängigen 


Erscheinung als formal gleichwertig den zeit- 
unabhängigen. wenn man zum vierdimenstiona- 
len haum-Zeitwelt übergeht, also die spezielle 
kelativitatstheorie Hlier sei besonders hervor- 
vsehoben, dal der Verf. nicht, wie es so häu- 
fig geschieht, in den ersten Kapiteln eine 
\etherphysik darstelli, um zum Schluß zu zei- 


ven, daß es keinen Aelher zsibt, sondern daß 


er konsequent von Anfang an überhaupt kei- 


nerlei Gebrauch von der Aelhervorstellung und 
\e!lherredew: ISse nacht llıer 


selbst nacht de 


zeiol sich am besten der Vorltal der ganz 


unhisltorischen Darstellungsweise Allerdings 
wire in der Behandlung der Relativitätstheorie, 
über die noch immer so viele Mißverständnisse, 


selbst unler deaı Physikern, herrschen, ein Ab- 
weichen von der rein deduktiven Darstellung, 
verade weil sie hier besonders verlockend ist, 
Volksauf- 


itlls Grunden der physikalischen 


klärun vielleicht wünschenswert 

l;s ıst kein Zweilel, daß wir ın der VOT- 
lievenden Darstellung der klassischen Elektro- 
dynamik eine hervorragende Leistung vor uns 
haben, die es sowohl durch die logische Klar- 
weit der Entwicklungen als auch durch die 
Reichhalliekeit des behandelten Stofies ver- 
dient, von allen gelesen zu werden, die mil der 
Klektrizitätslehre zu tun haben. Für die Phy- 
siker im engeren Sinne ist das Buch insbeson- 
dere aus dem Grunde zu einpfehlen, weil es 
mit der größten intellekliuelleı Gewissenhaft D- 
keit geschrieben ist und nirgends, wie es ın 
der Lehrbuchliteratur oft vorkommt, Schwierig- 
keiten begrifflicher Art verwischt sind. Dem- 
jeniven, der das Buch durchgearbeitet hat, 
wird auch nicht zustoßen, daß er das v’ quant, 
schon leichter berechnen kann als das »klass,, 
wie es heute manchmal vorkommen kann 
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FRIEDRICH REINHARD LIPSIUS Wahrheit 
und Irrtum in der Relativilätstheorie Verlag 
von J. GC. B. Mohr (Paul Siebeck) Tübingen 
1927. VII 15148. Preis 7,50M 

Die Schrift behandelt in vier Kapiteln: die 


spezielle Relalivilälstheoris Aether und Ma- 
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Ztschr. f. anzew 
Math. und Mee 
terie, die Relativierung der Kausalität, die al 
semeine Relativilätstheorie Der Verfasser g« 
hört zu denjenigen Fachphilosophen, die si« 
viele Kenntnisse in der Physik angeeignet hab« 
und auf Grund derseiben die physikalisch« 
[heorien vom philosophischen Standpunkt kı 
lisieren. Nun braucht man dazu nicht so seh 
viele Kenntnisse als ein gründliches Durchden 
ken des Gedankensystems der modernen Plıy 
sik. Es scheint aber, daß serade bei den Ph 
losophen die Ansicht oft vorkommt, daß »phy 
sikalisch gebildet sein« heiße, viele Tatsache: 
zu kennen. Auf Grund dieser oberflächlicheı 
nicht eindringenden, Kenntnis übt der Verf 
eine Kritik an der Relativilätsitheorie, die abeı 
in Wirklichkeit höchstens eine Krilik einige 
[alscher Ausdrücke in populären Darstellung: 
ist, während der eigentliche Gedankengang di 
Iheorie selbst dem Verf. kaum zum Bewußlseiı 
gekommen ist. Als Beispiel für die Ober- 
flächlichkeit, mit der alles angefaßt wird, will 
ich nur einen Absatz anführen: Hier habeı 
wir wieder das berühmte Hexeneinmaleins der 
Relativisten: Lichtgeschwindigkeil weniger Sy 
stemgeschwindigkeit ist gleich Lichtgeschwin- 
divokeit! Nach derselben Losik müßte offen 
bar auch die Schallgseschwindiskeit überall die 
gleiche sein, oder man könnte behaupten, die 
Geschwindiskeit des Kranichfluges sei immer 
die nämliche, ob sie vom Theater zu Korinth 
oder vom gleichmäßig dahinschreitenden Iby 
kus aus beobachtet wird. Besitzen doch di« 
Vögel eine nach Arten verschiedene durch- 
schniltliche Fluggeschwindigkeit, dere Größe 
nalurgesetzlich bestimmt ist Der Verf. scheint 
sich nie Gedanken darüber gemacht zu haben, 
wodurch sich die Lichtfortpflanzung vom Kra- 
nichflug grundsätzlich unterscheidet, nämlich 
durch die einfache Tatsache, daß ein Kranich 
in verschiedenen Bezugssystemen verschiedene 
Anlangszuslände besitzt, die also sein Verhal- 
ten verschieden determinieren, während beim 
Licht wegen der empirisch feststellbaren Un 
abhängigskeit seiner Geschwindigkeit von der 
der l.ichtquelle eine solche Verschiedenheit der 
Anfangsbedingungen nicht vorhanden ist. Das 
Kapitel schließt mit dem ebenso allen wie 
unzutrefllenden Witz: Dabei enthielt der Satz, 
daß der Mensch durch Reisen jung bleibt, 
vielleicht die einzig bleibende Wahrheit der 
speziellen Relativitätstheorie. Nachdem der 
Verf. im ersten Kapitel die Anmaßung der 
Physiker, über Raum und Zeit etwas auszu 
saven, entschieden in ihre Schranken verwiese 
hat, geht er in den späleren zur Offensive über 
und entwickelt eine Aelher- und Graviltations 
theorie, die alle Schwierigskeilen mit einem 
Schlage lösen soll, die aber zu unbestimmt ge 
halten ıst, als daß man über sie ein Urteil 
abseben könnte. 

\Wenn etwas an der Schrift interessant ist 
so Ist es nur die Frage, die man an sie an- 
knüpien kann: was hat unser Hochschulunteı 
richt in der Philosophie für einen Sinn, wen 
er nicht zur Vertiefung, sondern zur Nach 


lässiskeit im Denken führt? 
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PIERRE BOUTROUX, Membre de l’Institut. 
s Wissenschaftsideal der Mathe- 
ıtiker. Autorisierte deu!ische Ausgabe mit 
äu'ernden Anmerkungen von H.Pollaczek- 
eiringer in Berlin. Wissenschaft und IHy- 
hese 28. B. G. Teubner, Leipzig und Berlin 


Das anreiend geschriebene Buch des jünge 
Boutroux sucht die Grundgedanken her- 
zuarbeiten, die in der Entwicklungs der Ma- 
malik vom Alterlum her bis in die neueste 
zur Auswirkung gekommen sind. Der Ver- 

ser schreibt den raschen Verfall der grie- 
schen Mathematik, die so vielversprechend 
onnen hat, mit Recht dem Umstand zu, daß 
Griechen grundsätzlich jeden Zusammen- 
ing mit den Anwendungen verpönten. Daß 
aber der Bedeutung, die heute die Anwen- 
sen der Mathematik für ihre weitere Ge- 
ıltung besitzen, völlig gerecht würde, kann 
‘ht behauptet werden. Auch ließe sich ge- 
en manches, was über das Verhältnis von 
\lathemalik und Physik gesagt wird, verschie- 
enes Wesentliche einwenden. Da es aber an- 
erseils gewiß nicht viele Bücher gibt, die 
ın einem allgemeinen Gesichlspunkt aus einen 
Kinblick in die mathematische Gedankenwelt 
vähren, und der Verfasser wohl ein zustän- 
er Führer auf diesem Gebiete ist, wird nie- 
ınd ohne Gewinn das Buch zur Hand neh- 
en Die Uebersetzung ist mil großer Sorg- 
falt ausgeführt und liest sich flüssig; fur eine 
eihe wertvoller Anmerkungen wird man der 
ebersetzerin Dank wissen. Mises. 900 


Dr.-Ing. A. NADAI, a. 0. Prof. an der Uni- 


ersität Göttingen. Der bildsame Zu- 
ınd der Werkstoffe. \Mit 298 Abb. 
171 S. Julius Springer, Berlin 1927. Preis 


 M, geb. 16,50 M. 
Die zahlreichen Arbeilen, die in den letzten 
Ihren über plaslische Formänderung von 


!esten Körpern erschienen sind, haben Herrn 
Nadai, der an jenen Arbeiten großen Anteil 


ıt, veranlaßt, die wichtigsten Ergebnisse in 
inem kleinen Buche zusammenzulassen. Nach 
inigen einleitenden Erklärungen gibt er eine 
inführung in die Lehre von den Spannungen 
(d Formänderungen, hauptsächlich unter Be- 
ulzung der Mohrschen  Darstellungsweise. 
ingehendere Erörterung findet, wie billig, die 
age nach der Gestalt der Fließgrenze. Hier 
rd, wie öfter in der Literalur, die von M.T. 


Iuber ansesebene Fließsrenze mit der vom 


[erenten herrührenden verwechselt. (Bei 
uber gilt für posilive mittlere Zugspannung 
cht die Gestaltänderungsarbeit, sondern 
ie sesamtie Formänderungsarbeit als Grenz- 
5.) Den wertvollsten Teil des Buches bil- 
et jedenfalls die Wiedergabe der Versuchs- 
sebnisse, die durch eine große Zahl aus- 
ezeichneter Abbildungen von Fließfiguren er- 
ınzt wird. In den theoretischen Ausführun- 
en, namentlich zum ebenen Problem, hat sich 
er - Verfasser hauptsächlich auf Wiedergabe 
einer eigenen Arbeiten beschränkt. Im In- 
eresse des Lesers wäre es vielleicht gelegen 


sewesen, auch noch etwas allgemeinere Ge 
sichtspunkte zur Geltung zu bringen. Die im 
\nhang zusammengestelllen Angaben über den 
Spannungstensor« könnlen zweckmäßıigerweise 
auch noch manche Ergänzung erfahren. IHlol- 
[entlich wird das lebhafte Interesse, das zur- 
zeit für die in dem Buch behandellen Fragen 
besteht, bald zum Erscheinen einer vervoll- 
sländigten Neuauflage Veranlassung geben. 


Mises. 900 


ARTHUR GORDON WEBSTER, A.B. (Harv.), 
Ph. D. (Berol.) Professor of Physies, Direktor 
of the physical Laboratory, Clark University, 
Worcester, Massachusetts. Edited by SAMUEL 


J. PLIMPTON Ph.D. (Yale), Assistent Professor 


of Physies, Worcester Polytechnie Institute, 
\orcester, Massachuseits, Partial Diffe- 
rential Equations of mathemalical 
Physics. B.G., Teubners Sammlung von Lehr- 
büchern auf dem Gebiete der malhemalischen 
Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwen- 
dungen, Band XLII. G.E. Stechert & Co., New 
York. B.G. Teubner, Leipzig 1927. VIT--410S. 
Preis geh. 23 M. geb. 25 M. 

Das hinlerlassene Werk von Webster. das 
hier in der Originalsprache erscheint, sucht die 
mathematischen Hilfsmittel, die in der klassi- 
schen Physik gebraucht werden, ohne jedes 
Kingehen auf rein malhematische Einzelheiten 
darzustellen. Der Inhalt des Buches kann am 
besten dahin charakterisiert werden, daß es 
von allen Teilen des neuen Riemann-Weber 
Bd. 1 ungefähr die Hälfte bringt. Nur die Me- 
thoden der Varialionsrechnung sind vollständig 
fortgelassen. In der Form der Darstellung, 
die klar und gut lesbar ist, zeigt sich die 
gute alte Tradition ‘der englischen mathema- 
tischen Physik. Mises. 900 


Luftfahrtforschung. Berichte der Deutschen 
Versuchsanslalt für Luftfahrt E. V., Berlin- 
Adlershof (DVL), der Aerodynamischen Ver- 
suchsanslalt zu Göttingen (AVA), des Aerody- 
namischen Instituts der Techn. Hochschule 
Aachen \IA) und anderer Stätten der Luft- 
fahrtforschung,. Gesammelt als Beihelte zur 
Zeitschrift für Flugtechnik und Motorluftsch ff- 
fahrt (ZFM) von der Wissenschaftlichen Ge- 
sellschaft für Luftfahrt (\VGL) I. Band, Illeft 
i-4. 2,Band, IH.1, R. Oldenbourg, München 
1928, 

Es ist durchaus besrüßenswert, daß die drei 
Forschungsanslalten in Adlershof, Göfltingen 
und Aachen sich zu einer gemeinschafllichen 
Publikation ihrer laufenden Berichte entschlos- 
sen haben. Die hier, Band 7, 1927, S. 506 .an- 
vezeigten Aachener Berichte hören damit zu 
erscheinen auf. 

Von wertvollen Arbeiten der erslen Ilelle 
nenne ich vor allem den Bericht der DVI von 
II. Blenk und F.L,iebers über Flügelschwin- 
vounsen freilragender Kindecker, sowie den ve- 
meinsamen Bericht der DVL und der Ilambur- 
ser Schiflbau-Versuchsanslalt von Hermann, 
Kempf und Klose über Schleppversuche an 


16* 
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Z;weischwimmerapparaten; beide Arbeiten in 
Heft 1. Ilelt 2 enthält einen ausführlichen Be 
richt der DVI über Laulal als Baustoff für 
l"luszeuge, Heft 4 ist als Sonderheft für Funk- 
wesen und Elektrolechnik erschienen. 

Mises. 900 


I... HEFFTER, Professor an der Universität 
Freiburg i.Br., und ©. KOEHLER, Professor 
an der Universität Heidelbers l,ehrbuch 
Geomelrie. Grund 
laven, Projektive, Kuklidische. Nichteuklidische 
Geomelrie Bd. I. Grundlasen. Grundgebilde 
|. Stufe. BKuklidische Ebene. Zweite wesentlich 
umzszearbeilele und vermehrte Auflage. Mit 
112 Fivuren im Text. G. Braun. Karlsruhe 1927. 
NV 177S. Preis brosch. 20 M 

Is macht viel Freude, in dem umfangreichen 
ersten Bande dieses Lehrbuches. dessen Neu- 
auflage nun vorliest, zu blättern und seine 
l.eistungslähigkeit zu prüfen. Man befürchtet 
zunächst bei den 470 Seiten, die den Ge- 
bilden, erster und zweiter Stufe sewidmet sind 

\Weilschweiliskeit: doch überzeugt man sich 
sofort bei den Stichproben, daß alles in klarer, 
übersichtlicher Form angeordnet ist, daß große 
\uhe auf scharfe Begriffsbildung und vor 
allem auf wohldurchdachte Bezeichnungen ver- 
wandt wurde Das imaginäre Element und 
seine Bedeulung auch für reelle Untersuchun- 
ven wird nirgends stielmülterlich, sondern sehr 
präzise behandelt, Stets sind nicht Gleichungen, 
scomelrische Bedeulung dieser 
Schlußergebn is. Der Weg 
durch die axiomalischen Grundlasen, auf deren 
\Voranstellung die Verfasser großen Wert legen, 
durch die projeklive Geometrie, die Parallel- 
veomelrie und schließlich die Orthogonalgeo- 
melrie ist ein weiler Weg; doch ist er so 
veebnet und an jeder Stelle so aussichtsreich, 
besonders der Student — ihn 
einem kürzeren Wege vorziehen wird. Freilich 
vermisse ich einige Dinge in dem Buche, die 
zur analylischen Geometrie der Ebene gezählt 
werden soillen, weil sie dem Anfänger an ande- 
rer Stelle überhaupt nicht geboten werden, so 
elwa div quadralischen Verwandtschalten., 

Berlin F. Rehbock. 878 


der analytischen 


‚ondern die 


(leichungen das 


dab mancher 


Sphinx-Patent-Konstruktionskasten. D.G. 
Teubner, Leipzig. 

Der Konstruktionskasten dient in erster Linie 
zur Ilerstellung solcher Raummodelie, die aus 
aufgebaut sind. also von Po- 
Rhevelflächen, raum- 
lichen l.iniensystemen der  2eo- 
melrischen Optik, Vektoranordnungen. Er ent- 
hält runde Holzstläbe von 50 em Länge und 
etwa 3 mm Dicke in fünf Farben. Die Zu- 
dieser durch Brechen leicht zu 


seraden Limien 
Ivedern und Kristallen, 


i 
| achw eTKEN. 


sammenselzung 
verkürzenden Stäbe zu räumlichen Ecken ve 
schieht in der Weise. daß man dureh die 
Spitze einer 1,5 em langen kegelförmigen dün- 
nen Blechhülse einen PBindedraht steckt, diese 
Hülse fest auf das Stlabende drückt und nun 
die so präparierten Stäbe in gewünschter Zahl 
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mit den herausragenden Drähten zusammeı 
bindet. Bei nicht-stabilen Stabsystemen lass« 
sich die Ecken mit einem Schnell-Lot veı 
steifen. Kurven, etwa Kegelschnitte, bindı: 
man aus Peddisrohr hinein. Da das Verfahr: 
sehr schnell und sauber zum Ziel führt. wird 
es beim Schulunterricht und bei Hochschul 
vorlesungen und Uebungen mit Erfolg zu veı 
wenden sein. 

Berlin. F. Rehbock. 87: 


Rendiconti del Seminaro Matematico e 
fisico di Milano. Vol I. Libreria Editric: 
Politleenica Milano 1927. VIII —+ 128. 

Das genannte Seminar ist eine die höhere: 
malhemalischen und physikalischen Bestrebun 
gen Mailands zusammenfassende Organisation 
die in jährlichem Wechsel ihren Sitz an der 
Universiläl und an der Technischen Hochschul: 
hat. Der vorliegende Band enthält neben Be 
richten über rein mathemalische Vorträge u.a 
folsende die Leser dieser Zeitschrift interessie 
rende Beilräge: G. A. Maggi, Zum Gedächt: 
nis an G. Jung. G. A. Maggi, Ueber eine 
neuere Unlersuchung von Somigliana über 
das Geoid. E. Bianchi, Bemerkungen hier 
zu. U. Cisotti, Ueber ein Paradoxon und ein 
Prinzip der Hydro-Aerodynamik. A. Pontre 
moli, Vorläufige Experimente über ebene Strö- 
mungen um einen Kreiszylinder, dessen Achse 
auf der Ebene der Strömung senkrecht steht 
C. Somigliana, Bestimmung der Konstanten 
des Geoids durch bloße Schweremessungen 
B. Finzi, Üleber die Wellenmechanik. A. Pon 
tremoli, Neue Wege der Mechanik. A. Da 
nusso, Rolle der Mathemalik bei den gewöhn 
lichen Aufgaben des Konstrukteurs. 


Berlin. L. Bieberbach. 8% 


MARTIN GRÜNING, ord. Professor an deı 
Technischen Hochschule zu Hannover. Die 
Statik des ebenen Tragwerkes. Mil 
434 Textabbildungen. Verlag von Julius Sprin 
ger, Berlin 1925. VIT--7068S. Preis 45M. 

Das Buch von Grüning gehört zu deı 
wichtigsten Erscheinungen der neueren Statik 
literatur, In vorteilhafter Weise sind hier di« 
grundlegenden Berechnungsmethoden in deı 
Vordergrund der Darstellung gerückt; die Be 
handlung der Anwendungsbeispiele, als welch: 
in praxi gebräuchliche Bauarlen dienen, biete! 
dann keinerlei Schwierigkeit mehr. Bei de 
bezüslichen Entwicklungen wird ausschließlich 
das Prinzip der virtuellen Verrückungen her 
angezogen und im ersten Abschnitt des Buches 
ist das Prinzip ausführlich klargelegt. Hier 
nach werden verschiedene statisch bestimm! 
Tragwerke, Fachwerke und Stabwerke, ein 
gehend analytisch untersucht und auch mi! 
Ililfe des kinematischen Verfahrens einer I. 
sung zugeführt, Dann folgen Betrachtunge: 
über Formänderungen von Tragwerken, die m 
dem Prinzip, der Methode der elastischen ( 
wichte und mit Biegelinien bestimmt werde: 
Dies bildet den Uebersang zur Berechnung di 
statisch unbestimmten Systeme. Ein Abschnit! 
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zeiet die allgemeinen Verfahren und die Ver- 
einfachung und rechnerische Auflösung der 
Klastizitätsgleichungen. Der nächste Abschnitt 
hrinzot die Anwendungen der Theorie des sta- 
tisch unbestimmten Tragwerks: es sind Fach- 
werkträger, durchlaufende Balken, einfachere 
Rahmengebilde sowie komplizierle Stock werk- 
rahmen berechnet. Die be:den letzten Buch- 
teile geben im wesentlichen eigene Unlersu- 
chungen des Verfassers über hochgradig sta- 
tisch unbestimmte Systeme wieder, die teil- 
weise aus früheren Veröffentlichungen bekannt 
waren, Lösungen werden hier unter Verwen- 
lung der Theorie der Differenzengleichungen 
erzielt, Es sind behandelt: Balken auf vielen 
Stützen, gelenklose Längsträger der Fahrbahn 
auf Fachwerkbalken, der Balkenrost, durch- 
laufende Balken auf Pfosten mit eingespann- 
ten Füßen und gegliederte Druckstäbe. Allen 
die sich mit Statik beschäftigen wird das Buch 
in wertvoller Wegweiser sein. 


Breslau. J. Ratzersdorfer. 690 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
hleibt vorbehalten): 


KARL F. HERZFELD, München, unter Mit- 
wirkung von H. G. Grimm, Würzburg, Ki- 
netische Theorie der Wärme. Mit 52 Fi- 
suren. Müller-Pouillets Lehrbuch der Physik. 
11. Aufl., dritter Band, zweite Hälfte. Verlag 
Friedr. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1925. 
X—+ 4368. Preis geh. 21 M., geb. 24 M. 

RENE FORTRAT, Professeur sans chaire 
A la Faeult@ des Sciences de l’Universite de 
Grenoble. Introduetion a L’Etude de la 
Physique Theorique. I. Faseiceule: M&- 
canique IV -+1308S. I. Fasciceule: Les Vi- 
brations. 164 S. VI. Faseicule: Mecanique 
statistique. 1008. VII. Fascieule: Les Prin- 


cipes d’Action et de Relativite. 708. Preis 
je 10 Frs. Libraire Seientifique J. Hermann, 
Paris 1927. 

Dr. A. FLECHSENHAAR, Öberstudienrat in 
Frankfurta.M. EinführungindieFinanz- 
mathematik. Zweite Auflage. Bearbeitet in 
Verbindung mit Dr. F. Fleege-Althoff, 
Dipl.-Hl. in Mannheim B.G. Teubner, Leipzig 
und Berlin 1927. VI -—+ 1098. Geh. 3,20 M. 

0. G. J. JACOBI, Theorie der ellipti- 
schen Funktionen, aus den Eigenschaften 
der Theta-Reihen abgeleitet. Herausgegeben 
von Adolf Kneser. Ostwalds Klassiker der 
exakten Wissenschaften Nr. 224. Akadem 
Verlagsges m.b H., Leipzig 1927. 64 8. Preis 
3,20 M. 

Dr. KONRAD KNOPP, ord. Professor der 
Mathematik an der Universität Tübingen. 
Aufgabensammlung zur Funktionen- 
theorie. Jl. Teil. Aufgaben zur höheren 
Analysis. Sammlung Göschen 878 Walter 
de Gruyter & Co., Berlin und Leipzig 1928. 
143 S. Preis 1,50M. 

FRIEDRICH KUNTZE, Professor an der 
Universität Berlin. Von den neuen Denk- 
mitteln der Philosophie. In sechs Briefen 
an den Einzelnen und an die Philosophischen 
Arbeitsgemeinschaften. 1.u.2. Carl Winters 
Universitätsbuchhandlung, Heidelberg 1927. 
117 S. Preis 2M. und 1,50 M. 


Dr. NORBERT LEINEWEBER, Dr. WIL 
HELM FARWICK, Wertetafel. Ausgabe A, 
Dezimale Einteilung der Winkelgrade. Aus- 
gabe B, Einteilung der Winkelgrade in Minu- 
ten und Sekunden. Zweite Auflage. Aschen- 
dorffsche Verlagsbuchhandl., Münster i. W. 1927. 
VIII + 1128. Preis geb. je 2,80 M. Dies. 
Zahlentafel Ausgabe A Verkürzte Ausgabe 
der » Wertetafel« IV -+-66S. Preis kart. 1,40 M, 
geb. 2,25 M. 


NACHRICHTEN 


Emil Waelsch 7. Nach kurzer Krankheit, 
die sich im Gefolge einer scheinbar geglücklen 
Operation herausstellte, starb am 5. Juni 1927 
unerwartet Emil Waelsch, Professor an der 
deulischen Technischen Hochschule in Brünn. 

Waelsch wurde in Prag am 9. April 1863 
seboren. Er besuchte daselbst Volksschule und 
Mittelschule, sowie vom Herbst 1880 angefan- 
sen durch vier Jahre als ordentlicher Hörer 
die deutsche Technische Hochschule. Bereits 
während seiner Studienzeit beschäftigte er sich 
mit selbständigen malhemalischen Arbeiten, zu 
denen ihm der Besuch der Vorlesungen an der 
deutschen Universität in Prag die Anregung 
bot, Aus jener Zeit stammen die ersten Arbei- 
len über geomelrische Aufgaben. An die Pra- 
ger Zeit schloß sich ein mehrjähriges Studium 
an deutschen Universitäten an. Im Studien- 
Jahre 1884/85 hörte Waelsch in Leipzig bei 
"elix Klein, 1885/86 in Erlangen bei Gordan 
und Max Noether und später 1892/95 bei 
Sophus Lie in Leipzig. In der Zeit zwischen 


den Studien in Erlansen und dem zweiten Auf- 
enthalt in Leipzig war Waelsch, nachdem er 
durch die Ablegung der Lehramisprüfung für 
Mathematik und Physik und durch seine Pro- 
molion zum Doktor der Philosophie an der 
Universität in Erlangen den äußerlichen Schlus- 
punkt unter seine Studien gesetzt hatle, als 
Assistent bei der Lehrkanzel für darstellende 
Geometrie an der deuischen Technischen Hoch 
schule in Prag tälig. Im Jahre 18090 habilitierte 
er sich an dieser Hochschule für Geometrie. 
Als Privaldozent hielt er Vorlesungen über dar- 
stellende Geomelrie. Elementargeomelrie der 
Keselschnitte, Theorie der algebraischen Kurven 
und Diflferentialgeometrie. In seine Assistenten- 
und Privaldozenltenzeil fiel der zweite Aufent- 
halt in Leipzig und eine einjährige Tätigkeit 
bei Wilhelm Fiedler am Polyltechnikum in 
Zürich, an dem er auch Vorlesungen halten 
konnte, 

Nachdem Weaelsch schon vorher einige 
Male für eine Ernennunz zum Professor an den 
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Hlochschulen in Brünn und Praz vorgeschlagen 
und insbesondere zur Besetzung durch ihn die 
Krrichtung einer Leehrkanzel für Geometrie an 
der deutschen Universität in Prag beantragt 
ewesen war, wurde er ım Jahre 1895 zum 


außerordentlichen und im Jahre 18985 zum 
ordentlichen Professor der Mathematik an der 
deu!schen Technischen Hochschule in Brünı 


Pflichtvorlesunsen über 
\\ iederholt 


ernannt. Neben seineı 
\lathematik hiell er 


Ile (rebiete,. insbesondere über Alse- 


Vorlesungen 
über spezie 
braische Analysis, Nullsysteme, Kinematik, Va- 
riationsrechnung, FFouriersche Reihen und 
Vektoranalysis Im Jahre 1910 wurde ihm 
nach dem Tode Rupps der Lehrauftrag zur 
Abhallung der Vorlesungen über darstellende 
(‚vomelrie und konstruktives Zeichnen erteilt 
Neben der Ausübung dieses Lehrauftrages hielt 
Waelsch in der ersten Zeit auch weiter die 
Vorlesungen über Mathematik; auch spälerhin 
trat an ıhn infolge der Abberufunzg von Pro- 
fessoren der Mathematik wiederholt die Auf- 
sabe heran, die entstandenen Lücken auszu- 
füllen 

Für Waelsch bedeulete die Ausübung der 
l.ehrtätiokeit mehr als die Erfüllung einer 
Pflicht Er ginge in seinem 
l.ehramte tatsächlich voll auf. Buchstäblich 
die vanzen Tage brachte er in seinem Arbeits- 
raum auf der Hochschule zu, um stets den 
Studierenden zur Verfüsung zu stehen. Seine 
l.ehrtätiskeit, die manchmal ein ungewöhn- 
liches Pensum von Stunden ausfüllte, verdroß 
ihn nie und so hat er als akademischer Lehrer 
an der Brünner Hochschule eine empfindliche 
l,ücke hinterlassen. Dazu kam, daß besonders 
in den Jahren nach dem politischen Umsturz 
das Lehramli an einer deuischen Hochschule in 
Brünn milunter recht unerfreulich war Um 
so unverdrossener hat Waelsch weiter ge- 
arbeitet, um für sein Teil die Bedeulung dieser 
deulschen Hochschule als wissenschaftlicher 
l.ehrstätte zu erhalten. 


übernommenen 


\uch orsanisalorisch hat Waelsch als Mit- 
slied des Professorenkollesiums in hervor- 
rauender Weise gewirkt. Sein Verdienst ist 
die Errichtung des Versicherungstechnischen 
Kurses an der deulschen Technischen Hoch- 
schule im Jahre 1906, des ersten auf dem 
(Gebiete der heulisen Tschechoslovakischen Re- 
publik.  Wiederholt fungierte er als Dekan; 
eine Wahl zum Rektor, die im Jahre 1905 auf 
ihn fiel, hat er nicht angenommen 

Die wissenschaftliche Tätiskeit Waelschs 
war eine außerordentlich fruchtbare. Abgesehen 
von den ersten rein mathematischen Veröffent- 
lichungen hat er während der sanzen Zeit seiner 
selbständigen wissenschaftlichen Arbeit in den 
Bahnen fortgewirkt, die ihm aus der Zeit 
seiner Studien in Erlansen bei Gordan und 
Noether vorgezeichnet waren. Fine Fülle 
von Arbeiten über die Invariantentheorie kenn- 
zeichnet eine systematische Vertiefung in die 
Binäranalyse und die Anwendung dieses Kal- 
küls auf die verschiedensten  wseometrischen, 
algebraischen, funktionentheorelischen und phy- 
sikalischen Probleme 
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In den letzten beiden Jahrzehnten seines 
l.ebens widmete Waelsch den zrößten Teil 
seiner Arbeitskraft dem Ausbau der Binär- 
üblichen Vektor- 
und Tensorrechnung überlegenen Formalismus 
für die Behandluns von Aufgaben aller Ge- 
biete der angewandten Mathematik sah. Dabei 
halte er für diese Zwecke eine wohldurchdachte 
äußerst knappe Darstellungsweise ausgebildet, 
die es ihm erlaubte, Problemgruppen, die sonst 
recht weitläufis erscheinen, in größter Eleganz 
und Kürze zu erledigen. Leider wurde dadurch 
die allgemeine Zugänglichkeit dieser Arbeiten 
sehr beeinträchtigt, so daß Waelsch für seine 
Binäranalyse nur wenig Anhänger zu gewinnen 
vermochle. Zwei der hierher gehörigen Arbeiten 
über die Anwendung der Binäranalyse auf die 
Theorie der Kugelfunktion und auf die Mechanik 
starrer Körper sind in dieser Zeitschrift erschie- 
nen; aber obwohl der Herausgeber sich sehr 
darum bemüht halle, im Interesse einer weileren 
Verbreitung der gewiß sehr wertvollen Ansätze, 
den Verfasser zu einer ausführlicheren und 
leichter verständlichen Darstellunssform zu be- 
wesen, wich dieser von seiner Eigenart, die ihm 
sein wissenschaftliches Gewissen vorschrieb, nur 
sehr wenig ab. So ist viel von dem, was in 
den Waelschschen Gedankengängen fruchtbar 
hälte werden können, bisher verloren gegangen 
und harrt noch des Interpreten, der es für die 
weitere Auswertung erschließen wird. 
gilt auch von den letzten, mit der Binär- 
analyse nicht unmittelbar zusammenhängenden 
Arbeiten von Waelsch zur Kinematik, die 
zweiiellos viel schöne und elegante Wendungen 
enthalten. 


analyse, in der er einen der 


))ıeses 


Kin Verzeichnis der Veröffentlichungen von 
Waelsch folgt weiter unten. Von den drei 
nachgelassenen Arbeiten ist die eine in den 
Rendiconti di Palermo erschienen: zu dieser 
hat Waelsch noch die Korrektur gelesen. 
Seine letzte Arbeit ist in dem vorliegenden Heft 
der Zeitschrift für angewandte Mathematik und 
Mechanik abgedruckt. 

Die Persönlichkeit von Waelsch war ge- 
kennzeichnet vor allem durch ein übergroßes 
Maß von Bescheidenheit. Niemals suchte er 
in den Vordergrund zu treten und so manche 
persönliche Unannehmlichkeit ließ er über sich 
ergehen, ohne hierüber außer im vertrautesten 
reundeskreise Klase zu führen. Dabei war 
Waelsch von einer Hilfsbereitschaft, die ihm 
besonders eine selten zu findende Liebe unter 
den Studenten seiner Hochschule eintrus, Der 
Kreis seiner persönlichen Freunde unter den 
akademischen Lehrern der Technischen Hoch- 
schule war nicht sehr groß, weil Waelsch 
sich selten eröffnete Mit um so größerer An- 
hänglichkeit hat er das Schicksal aller jener 
l.eute verfolgt, mit denen ihn persönliche 
Bande verbanden. Erwähnenswert ist in diesem 
Zusammenhange auch Waelschs Täliskeit auf 
kulturellem Gebiete, auf dem er für Brünn, das 
seine zweite ihm lieb gewordene Heimat war, 
Hervorrasendes geleistet und durch die er sich 
ein besonderes Ansehen in der deutschen Be- 


ölkerung Brünns erworben hat, Er hielt 
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wiederholt Vorträge voiksbildnerischen Charak- 
ters und gründete unmittelbar nach dem Um- 
sturz die »Deutsche Gesellschaft für Wissen- 
schaft und Kunst in Brünn«, deren Präsident 
er bis zu seinem Tode geblieben ist. Ein Auf- 
uf, durch den das dauernde Andenken an ihn 
in einer Emil Waelsch-Stifltungs festgehalten 
werden soll, ist in dieser Zeitschrift mitgeteilt 
worden. Auch von künstlerischen Interessen 
war er erfüllt; er hat sich wiederholt selb- 
ständig als schöngeisliger Schriftsteller betätigt. 


r* 
i 


Waelschs letzter Wunsch war, daß seine 
[.eiche in aller Stille den Flammen übergeben 
werde. Dieser Wunsch wurde ihm auf das 
venauesle erfüllt, niemand als der treue Diener 
der Lehrkanzel, an der er jahrelang gewirkt 
hat, durfte an der Leichenfeier teilnehmen. So 
still er seine Freunde verlassen hat, so wird 
doch die dankbare Erinnerung an ihn von 
ihnen stels hochgehalten werden. 


Arbeiten-Verzeichnis 

Geomelrische Darstellung der Theorie der Polar- 
gruppen. Wiener Akademie 1882. 
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und Mechanik. 


Hauptversammlung in Hamburg. 


Die diesjährige Ilauptversammlung der Ge- 
sellschalt findet ın Ilamburg im Rahmen des 
9), Deutschen Naturforscherlages, innerhalb 
der Zeit. vom 16. bis 21. September, statt Is 
ıst ın Aussicht genommen. vorzugsweise Fragen 
der Hydromechanik und Aeromechanik zu be 
handeln. Vortragsanmeldungen aus diesen und 


anderen Gebielen sind möglichst umgehend 
spätestens bis 15. Juli, an den (reschältsführer 
Prof. Dr. v Berlin NW 87, Sieg- 


mundshof 9 zu rıchten 


\lıses, 


Ortsgruppe Berlin 

\ım 18. Mai sprach Hr. Dipl.-Ing. G. Stein- 
Berlin über »Maxunetfelder in Transformaloren«. 
Der Vortrag wird in dieser Zeitschrift ver- 
öffentlicht werden \m 29. Juni folgt ein Vor- 
trag von IIrn. Regierungsbaumeister IF. Eıs- 
ner- Berlin Zur Berechnung des Widerstan- 
l’lüssigkeit beweglen 


des eines durch eine 


hreiszylinders 
Ortsgruppe Göttingen. 
\m 13. Juni wird Hr. Dr. Bersmann über 
Die Berechnung des mazrnelischen Feldes in 
einem Transformator mittels konformer Ab- 


bildung« sprechen 


Prager Mitglieder. 

\m 20. März 1925 sprach Ir. Ing. K.Körner 
über Vorausbestimmung der Wirkungsgsrade 
von Propellerturbinen bei wechselnder DBe- 
lastung«. Die in gewohnter Weise durchge- 
führte Berechnung ergibt für kleine Belastun- 
ven vegenüber den viellachen Versuchen stets 
bedeutend zu große Werte für den Wiırkungs- 
sorad. Es wurde nun gezeigt, daß die Ursache 
Unterschiedes in der im allgemeinen 
bekannten Aenderung der Meridianstromlinien, 
deren Verlauf etwa bestimmt werden kann, ge 
legen ist, jedoch nicht allein in der dadurch 
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hervorgerufenen Pumpwirkung der Laufrad- 
schaufeln, sondern auch noch in der gleich 
zeitig eintretenden Vergrößerung der mittleren 
relativen Austrittswinkel infolge erhöhten 
Ueberdrucks. Wird der Verlauf dieser Winkel- 
änderung in gewisser Weise von der durch- 
fließenden Wassermenge abhängig gemacht, so 
ergeben sich zwanglos die richtigen Wirkungs- 
sradlinien. 

\m 24. April sprach Hr. C. Breitfeld über 
Sinus- und Tangensrelief in der Elektro- 
technik«. Der Vortragende bespricht die von 
Raymond S. Brown ausgehende, von Prof. 
Frilz Emde vervollkommneie und theoretisch 
erläuterte Methode der Fernleitungs- 
berecehnung mit Benützung des Sinus- und 
Tangensreliels in einer neuen, dem Insenieur 
leicht verständlichen und übersichtlichen Dar- 
stellungsweise. 

Aufl der symbolischen Darstellung von Wech- 
selstromgrößen fußend, gibt die Methode die 
Möglichkeit, die Größen: »Spannung, Strom, 
Phasenwinkel, Kurzschluß- und Leerlaufwider- 
stand und Kabelfaktor« durch Kreisfunktionen 
komplexer Argumente auszudrücken. Diese Ar- 
sumente selbst sind aber lineare Funktionen 
der Leitungslänge. 

In den Hlorizontalprojektionen der Höhen- 
linien und Wasserläufe des Sinus- und Tangens- 
reliefs erscheinen diese Arsumente als Gerade 
(die Strom- und Spannungsstrecken) und es 
ist nun ein Leichtes. dem Diagramm. den Wert 
der Kreisfunktionen für beliebige Leitungs- 
längen (aliquote Teile der Strom- und Span- 
nungsstrecken) zu entnehmen, und damit den 
elektrischen Zustand jedes Punktes der Fern- 
leitung kennenzulernen. 

Die Methode bedeutet nach Ansicht des Vor- 
tragenden, in bezug auf Zeitgewinn bei der 
l"ernleitungsberechnung einen ganz ungeheueren 
Fortschritt, ja geradezu den Grundpfeiler einer 
neuen Entwicklung. 


Mathematiker-Kongreß in Bologna. In 
Ergänzung zu der Nachricht im letzten Heft 
Ss. 159 ıst folgendes milzuleilen. 

Durch einen führenden Mathematiker des 
neutralen Auslandes sind mit dem vorbereilen- 
den Ausschuß des Kongresses in Bologna Ver- 
handlungen eingeleitet worden, die darauf hin- 
zielten. die erwähnten Schwierigkeiten zu b>- 
seitisen, die einer Beteiligung der deutschen 
Fachkollesen am Kongresse entgegenstanden. 
Die Verhandlungen haben zu dem gewünschten 
Erfolg nicht geführt. 





Jahrhundertfeier der Sächsischen Tech- 
nischen Hochschule in Dresden. Am 5. Juni 
d. Js. besins die Technische Hochschule Dres- 
den unter überaus starker Beteiligung seitens 
der Behörden, der übrisen Hochschulen und 
der technischen Praxis die Feier ihres hun- 
dertjährigen Bestehens. Wie die anderen älte- 
ren Hochschulen Deutschlands hat sich auch 
die Dresdener aus einer kleinen gewerblichen 
l.ehranstalt entwickelt. Bedeutende Männer auf 
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len Gebieten der technischen Wissenschaften 
waren in Dresden tätig. Wir nennen vor allem 
‚ıstav Zeuner (1828 bis 1907) den Begrün- 
der der theoretischen Maschinenlehre, dessen 
srundlegende Arbeiten über Turbinentheorie, 
technische Thermodynamik und Kinematik 
noch bis in die neueste Zeit hin wirksam 
waren. Er leitete 17 Jahre als Direktor das 
)resdener Polytechnikum bis zu dessen Um- 
wandlung in eine Hochschule im Jahre 1890. 
)ie bedeutendste Erscheinung im Bereich der 
echnischen Mechanik, die Dresden aufzuweisen 
atte. war wohl Otto Mohr 1855 bis 1918, 
er fast drei Jahrzehnte dem Dresdener Lehr- 
‚örper angehörte. Seine letzte hinterlassene Ar- 
heit konnte noch im ersten Jahrgang unserer 
/eitschrift veröffentlicht werden. Es ist beson- 
ders begrüßenswert, daß aus Anlaß der Jahr- 
ıundertfeier eine neue erweiterte Auflage der 
\ohrschen »Abhandlungen zur technischen Me- 
chanik< erschienen ist, die u. a. eine bisher 
kaum bekannte Arbeit von Mohr über die Be- 
rechnung der ebenen Stabwerke enthält. In 
einer schön ausgestatteten Festschrift »Ein 
lahrhundert Sächsische Technische Hochschule 
1828 bis 1928«, die Rektor und Senat den Teil- 
nehmern der Jahrhundertfeier überreichen, 
wird eine Uebersicht über die bisherigen Lei- 
stungen der Hochschule und über die heute 
bestehenden lebhaften Bestrebungen zur weite- 
ren Ausgestaltung gegeben. Durch das ener- 
sische und zielbewußte Wirken des Jubiläums- 
rektors Prof. Dr. A. Nägel ist die Dresdener 
Hochschule seit langen Jahren führend in den 
Fragen einer Neugestaltung und Neubegründung 
der Unterrichtsziele und des Unterrichtsbetrie- 
bes. Auf die auch im Rahmen der Jubelfeier 
berührten Fragen, die die Ausbildung der Lehr- 
amtskandidaten an der Technischen Hochschule 
und die Verknüpfung dieses Unterrichts mit 
dem gesamten technischen L.ehrbetrieb be- 
treffen. werden wir noch zurückzukommen 
haben, 

Den Wünschen für das weitere Gedeihen 
der Hochschule, die von so vielen Seiten 
ınläßlich der Jubiläumsfeier zum Ausdruck 
sebracht wurden, schließt sich unsere Zeit- 
schrift um so freudiger an, als sie in einer 
sroßen Zahl von Mitgliedern des gegenwärtigen 


ZUSCHRIFTEN AN 


Bemerkungen zur Hydrodynamik. Zu 
dem Kissinger Vortrag von Herrn v. Mises, 
der unter diesem Titel S. 425 des vorigen Jahr- 
sangs dieser Zeitschrift abgedruckt ist, seien 
mir die folgenden kurzen Bemerkungen ge- 
stattet. 


Zunächst möchte ich meiner Freude Aus- 
druck geben, daß nun die Theorie der lami- 
naren BReibungsschichten oder »Grenzschich- 
ten« auch außerhalb des Göttinger Kreises, zu 
dem ich auch das Aachener Aerodynamische 
Institut hinzurechnen darf, in Angriff genom- 
men wird 9. Der am Schluß des Textes an- 


l.ehrkörpers geschätzte Mitarbeiter, in ande 
ren tätige Förderer ihrer Bestrebungen zur 
Vertiefung der technisch-wissenschaftlichen Ar 
beit erblickt. 


Persönliches. Der em. o. Prof. der Mathe- 
maltik a. d. Universität in Frankfurt a. M. Gel 
Res.-Rat Dr. Arthur Schoenflies ist am 
27. Mai im 76. Lebensjahre gestorben. Seine 
Persönlichkeit und seine wissenschaftlichen l.ei- 
stungen sind von uns anläßlich seines siebzig- 
sten Geburtstages gewürdigt worden!). 

Hr. Prof. Dr.-Ing. e h. Alexander Bau- 
mann, Vertreter der HFlustechnik und des 
raftfahrwesens an der Techn. Hochschule in 
Stuttgart, ist am 24. März 1928 im 53. Lebens- 
jahre gestorben. 

IIr. Dr. A. Walther, bisher Privatdozent 
in Göttingen, ist zum 0. Prof. der angewandten 
Mathematik (Nachfolger von Reinhold Müller) 
an der Techn, Hochschule Darmstadt ernannt 
worden. 

Hr. Prof. Dr. M. Polanvi, Privatdozeent an 
der Techn. Hochschule Charlottenburg, Mit- 
slied der Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft für phy- 
sikalische Chemie, hat einen Ruf als Nach- 
folger von Prof. Rothmund auf den Lehr- 
stuhl der physikalischen Chemie der Deutschen 
Universität in Prag erhalten 

Hr. Studienrat Dr. Fr. A. Willers, bisher 
Privatdozent an der Techn. Hochschule Char 
lottenburg, ist zum 0. Prof. der Mathematik 
Nachfolger von E. Papperitz) an der Berg 
akademie Freiberg i. Sa. ernannt worden. 

Aus Anlaß der Jahrhundertfeier der Dresde- 
ner Techn. Hochschule ist der derzeitige Rek- 
tor, Prof. Dr.-Ing. A. Nägel, von der Juri- 
stischen Fakultät der Berliner Universität zum 
Dr, rer. pol.h.e. promoviert worden. Die Techn. 
Hochschule Dresden hat u. a. Hrn. Prof. Dr. 
0, Mader in München und Hrn. Geh. Reg.-Rat 
Prof, Dr. Reinhold Müller zum Dr.-Ing. e.h. 
ernannt. 

Hrn. Geh. H.-R. Prof. Dr.-Ing.eh. R.Mollier 
wurde vom Verein deutscher Ingenieure die 
Grashof-Denkmünze verliehen. 103 


) Diese Zeitschr. Bd. 3 (1923). S. 157. 
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sekündigten genauen Lösung für den umström- 
ten Zylinder sehe ich mit lebhaftem Interesse 
entgegen. Wenn ich im folgenden einiges zu 
beanstanden habe, so ist vielleicht in einigen 
Punkten die erzwungene Kürze des Textes eines 
Kongreßvortrages daran schuld. Da ist es denn 
sanz gut, wenn wir vom Verfasser hinterher 
weitere Erläuterungen zu den zweifelhaften 
Stellen erhalten! Ich zgliedere meine Ausfüh- 
rungen nach den Nummern des Vortrags. 


?2) Es sind jetzt gerade zwanzig Jahre, daß die 
erste Göttinger Dissertation über diesen Gegen- 
stand, die von Blasius. erschien! 


I 
I 
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I. Grenzübergang zu R-—>a. Hier 
habe ich den Eindruck. daß Herr v. Mises 


kaum etwas anderes macht als ich, nur daß 
alles in einem mehr formalen Gewande erfolgt. 
Ich zeige erst durch eine auschauliche Betrach- 
tung, daß in Fällen wie dem der Umströmung 
eines Zylinders bei kleiner Zähigkeit in un- 
mittelbarer Nähe des Körpers eine Schicht vor- 
handen ist, in der die Reibungskräfte pro Vo- 
lumeneinheit von der Größenordnung der Träg- 
heitskräfte bleiben, während sie außerhalb die- 
ser Schicht sehr klein werden; die Dicke der 
Schicht geht dabei mit R-Ys zu Null, wenn R 
gegen unendlich geht (R Reynoldssche Zahl). 
Daraus folgt, daß die Differentialquotienten der 
(veschwindigkeit für die Richtung senkrecht zur 
Schicht bei großen R groß gesen die Diffe- 
rentialquolienten längs der Schicht werden, und 
das führt, wenn die Ordnung R—VYs und um so 
mehr die Ordnung Ar! gegen die Ordnung 1 
sestrichen wird, zu den Gleichungen (3) ). Statt 
einer solchen Betrachtung findet sich bei 
v. Mises die Transformation (2) S. 427, durch 
die die Zähigkeit Z bzw. die Reynoldssche 
Zahl R TSfortgeschafft wird. Der Schritt von 
(rl. (2) zu den Gleichungen (3), der den Grenz- 
ubersang P—> % bedeutet, erfordert aber doch 
mehr als ein bloßes Ansetzen der Transflorma- 
tıon (2 Nur wenn die Annahme dazu 
kommt, daß die Lösung von der Art ist, daß 
die Differentialquotienten in der Gl. (1) sich ge- 
rade so verhalten, daß sie nach der Trans- 
formation (2) beschränkt bleiben, soweit sie 
in Gl. (3) auftreten, und verschwinden, soweit 
sıe in Gl. (3) nicht mehr vorhanden sind, er- 
gibt sich wirklich das System (3). Um ein 
konkretes Beispiel anzugeben: In dem Aus- 


druck AR! F $ 5 ;) wird der zweite Aus- 
() 8” On” 

druck in der Klammer höchstens von der Größen- 

ordnung R, da kein Glied einer Gleichung größer 

sein kann als die Summe der Beträge der übrigen. 

Was nun den ersten Ausdruck in der Klammer. 


- —, betrifft, so ist dieser nach den gemach- 
(!Ig” 

ten Annahmen auf der zegebenen Stromlinie 
beschränkt; ob er aber auch außerhalb dieser 
l.inie überall beim Grenzübersang R— n2 be- 
schränkt bleibt, laßt sich nicht sagen, das muß 
erst die Diskussion der Lösung ergeben. Ich 
habe daher den Eindruck, daß die Ableitung 
von Herrn v. Mises in diesem Punkt nicht 
besser ist als meine, die von vorneherein eine 
bestimmte Form der Lösung voraussetzt, und 
hinterher zeigt, daß die Lösung in der Tat von 
dieser Form ist. Mir scheint, daß eine solche 
Schlußweise bei einer strengeren, d.h. ausführ- 
licheren Darstellung in der Art der v.Mises- 
schen nicht entbehrt werden kann. 


I) Im v. Misesschen Text befindet sich hier 
ein Schreibfehler: nicht das letzte Glied der ersten 


v 
Gl. (1), sondern das vorletzte fällt fort; statt _ — 
O2 y, 02° 


bleibt also „ Stehen. 
cd y” 
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2. Ableitung der Hauptgleichung 
Zu diesem Gegenstand habe ich meines Wissens 
in meiner Diskussionsbemerkungs in Kissingen 
sesagt, daß ich in früherer Zeit verschiedene 
Versuche gemacht hätte, die das Gleichungs 
system (3) durch Uebergang zu anderen un 
abhängigen Veränderlichen für die Auffindung 
von Lösungen geeigneter machen sollten, und 
daß ıch dabei auch einen Versuch mit den 
Veränderlichen x und »b gemacht hätte, daß 
ich mich aber nicht mehr erinnere, was ich 
als abhängige Veränderliche genommen hatte 
und daß ich glaubte, daß die von Herrn 
v. Mises angegebene Formel neu sei. Inzwi 
schen habe ich aber aus meinen alten Papie- 
ren festgestellt, daß ich genau die v. Mises- 
sche abhängige Veränderliche senommen habe. 
und daß ich infolgedessen auch die Gleichung 
6) von Herrn v. Mises besessen habe. 

Ich habe damals diese Rechnung aber nich! 
weiter verfolgt, weil sie mich in meinen da- 
maligen Arbeiten nicht weiter gebracht hat 
Die rechte Seite von Gl. (6) hat, wie ich be 
merken möchte, die für numerische Berech 
nung unangenehme Eigenschaft, daß sie über 
all, wo v„—=0 ist, und nicht gerade die linke 
Seite verschwindet, die Form 0-9 annimmt 
die z-Fläche (z=z(xr,»b)) hat an solchen 
Stellen, also z.B. bei =0 (Wand), eine Rück 
kehrkante. Die Profile z(ıb) für konstantes x 
zeigen daher dort eine Spitze. Die Abb. 4 S. 430 
ist dahin zu berichtigen, daß die Kurven so- 
wohl an der Z-Achse wie am linken Umkehr- 
punkt Spitzen zeigen, die beide in der Höhe 
z—=F(x) liegen. Durch die Einführung von 

ı» als unabhängiger Veränderlicher, wie dies 
in der Reihe (12) geschehen ist, kann die Rück- 
kehrkante bei $® =0 fortgeschafft werden. Die 
andere Rückkehrkante für die inneren Stellen 
vo; —=O bleibt jedoch, woraus geschlossen wer- 
den muß, daß die Entwicklung (12), die sich 
übrigens in meinen Papieren ebenfalls findet, 
nur in dem Gebiet vor dem Ablösungspunkt 
brauchbar ist. Hier kann sie allerdings von 
sroßem Nutzen sein. 

3. Einige Folgerungen. Die vorste- 
hende Bemerkung hat bereits in diesen Ab- 
schnitt übergegriffen. Hier liegt mir nun noch 
daran, zu der Bemerkung von Herrn v. Mises 
über die Kärmänsche Integralbedingung und 
die Pohlhausensche Rechnung Stellung zu 
nehmen. Die Kärmänsche Rechnung kommt 
meines Erachtens bei v. Mises unverdient 
schlecht weg. Ich glaube doch, daß sie ver- 
nünftig gehandhabt, recht wertvolle Dienste 
leisten kann, wobei vor allem in Betracht 
kommt, daß sie im Vergleich zu den bis da- 
hin vorhandenen Methoden erheblich geringere 
Anforderungen an die mathematische Schulung 
des Ausführenden stellt. Sie gründet sich, kurz 
gesagt, darauf, daß durch die Näherungslösung 
die Differentialgleichung nur in zwei Randstrei- 
fen der »Grenzschicht« erfüllt wird (nämlich 
an der Wand, wo die linke Seite der ersten 
Gl. (3) verschwindet, und soweit innen in der 

O°v; 


Flüssigkeit, daß dort das Reibungsglied n 
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‚vernachlässigbar ist), in dem Zwischengebiet 
her an Stelle der Differentialgleichung nur der 
us ihr abgeleitete Impulssatz erfüllt wird. Die 
unktionen, die zur Herstellung der Näherungs- 
ösung dienen, werden dabei so ausgewählt, daß 
ıch Befriedigung der gewöhnlichen Randbe- 
linsungen und der auf die erwähnte Weise 
‚us der Differentialgleichung hinzugekommenen 
Randstreifen-Bedingungen« nur noch ein will- 
:ürlicher Parameter verbleibt, für den dann 
ie Intesralbedingung eine Differentialgleichung 
rster Ordnung liefert. Für die zweckmäßige 
\uswahl der Funktionen dient ein Vergleich 
nit bereits exakt durchgeführten Beispielen. 
)as Verfahren ist ohne Zweifel etwas roh, 
‚ber es ist sinnvoll genug angelegt, um die 
roben Züge der Vorgänge richtig herauszu- 
bringen, und es lassen sich zahlreiche Beispiele 
lamit behandeln, die einstweilen mit den stren- 
en Methoden gar nicht oder nur mit großem 
/eitverlust behandelt werden könnten. Da eine 
rohe Näherungslösung immer wesentlich besser 
ist, als gar keine Lösung, halte ich an meiner 
\leinung, daß der Kärmänschen Näherung 
ein entschiedenes Verdienst zukommt, fest. 
Was nun die nach dieser Methode durchge- 
führte Pohlhausensche Rechnung für die 
bene Platte betrifft, so zeigt der Text der 
Pohlhausenschen Arbeit, wenn es auch nicht 
ıısdrücklich gesagt wird, ganz deutlich, daß 
liese Rechnung dazu unternommen wird, um die 
Brauchbarkeit verschiedener Näherungsansätze 
ın dieser von Blasius schon exakt gelösten 
\ufgabe zu studieren. Pohlhausen entschei- 
det sich dann für einen bestimmten Funktions- 
tvpus 4. Grades und führt damit ein Beispiel 
durch, das in bezug auf den Ablösungspunkt 
ın Hand einer vorliegenden experimentellen 
Bestimmung nachgeprüft werden konnte. Ich 
meine doch, daß dies alles sehr vernünftig ist. 
Von den Bemängelungen auf S. 431 kann man 
höchstens gelten lassen, daß Herr Pohlhau- 
sen eine mögliche Vereinfachung seiner Rech- 
nung nicht gefunden hat. Was aber damit ge- 
meint ist, daß Herr v. Mises im Anschluß 
an seine Gl. (14) sagt: »Pohlhausen ... er- 
hält .... eine Differentialgleichung erster Ord- 
nung für p (x) und benutzt deren Lösung, um 
den Widerstand W zu berechnen. Allein 
eine einfache Umformung läßt erkennen, 
daß W gar nicht von abhängt, so daß die 
sanze Rechnung leerlaufend ist«, das verstehe 
ch nicht, Die Lösung der erwähnten Diffe- 


ventialgleichung heißt doch: @ (x) = const Vz, 
und in der Formel für den Widerstand ergibt 
ich hieraus, auch bei v. Mises, der Faktor 
\ 7; also ist die »Differentialgleichung« doch be- 
ıutzt! Was die Bemerkung betrifft, daß man 
“ jeden Wert zwischen 0 und & erteilen 
könne, so hatte ich ursprünglich gedacht, daß 
lerr v, Mises dabei daran denkt, daß in 
.. 


ft (1—/f)dn durch gleichförmige Streckung der 


Abszisse n eine affine Transformation vorge- 
nommen werden kann, was den Wert des Inte- 
grals natürlich beliebig ändert. Im übrigen 


heißt der richtige Ausdruck für diesen Fall 
.. 
f’ (0) fi I—f)dn und dieser ist gegen solche 
V 


affine Tranformationen invariant. Herr v.Mi- 
ses hat mich jedoch brieflich dahin aufge- 
klärt, daß er die Funktion /(n) auf (O0) =1 
normiert habe, und daß er mit seiner Bemer- 
kung meint, daß man durch eine ungleich- 
förmige Streckung der Abszissen eine andere 
als affine Transformation vornehmen kann, wo- 
bei die Anfangstangente f’(0) 1 erhalten 
bleibt, während das Integral jeden endlichen 
Wert annehmen kannt). Darauf ist zu erwi- 
dern, daß doch gerade die bekannten exakten 
l.ösungen, die in ihrem asymptotischen Verhalten 
der Wahrscheinlichkeitsfunktion ähnlich sind, 
sich also der Asymptote rasch nähern, die 
Richtschnur für die zu wählenden Funktionen 
liefern müssen, und daß deshalb gut daran ge- 
tan wird, die algebraische Näherungskurve f(n) 
schon bei einem verhältnismäßig kleinen end- 
lichen n die Linie /(n)=1 berühren zu lassen. 
Natürlich kann man dann sagen, man hätte nicht 
die Kurven, sondern den Beiwert des Wider- 
stands gewählt. Das erwähnte Integral ist ja 
im wesentlichen ein dem Widerstand entspre- 
chender Impulsinhalt der Strömung. Ich habe 
semäß dem Vorstehenden gegen eine solche 
Formulierung nichts einzuwenden. 
Göttingen, im März 1928. 
L. Prandtl. 891 


* * 
Rz 


Erwiderung. Auf die vorstehenden Be- 
merkungen von Herrn Prandtl möchte ich 
folgendes erwidern. | 

Zul: Die Prandtlsche Grenzschichttheorie 
besteht, von einigen naheliegenden Erweiterun- 
gen abgesehen, in der Hauptsache in folgendem 
Satz und den daraus zu ziehenden Konsequen- 
zen: Die Integration der Navier-Stokeschen 
Differentialgleichungen für die ebene stationäre 
Bewegung der zähen Flüssigkeit unter den 
Randbedingungen, die einem in eine gleichför- 
mige Strömung eingetauchten zylindrischen Kör- 
per entsprechen, liefert asyptotisch für große 
Reynoldssche Zahlen R eine Lösung von die- 
sem Typus: Die Geschwindigkeit besitzt in der 
unmittelbaren Umgebung des eingetauchten Zy- 
linders ein Quergefälle von der Größenordnung 
| R und folgt hier in der »Grenzschicht« der 
von Prandtl aufgestellten Grenzschichtglei- 
chung, während in weiterer Entfernung alle 
Ableitungen der Geschwindigkeit beschränkt 
bleiben. — Es war ein außerordentliches Ver- 
dienst von Herrn Prandtl, vor zwanzig Jah- 
ren diesen Satz entdeckt und durch Ueberle- 
gungen, die keine geschlossene mathematische 
Deduktion bilden, plausibel gemacht zu haben. 

Aus der Zuschrift von Herrn Prandtl geht 
hervor, daß er meint, ich hätte eine »Ablei- 


') Der kleinste Inhalt unter Berücksichtigung 
obiger Normierung (für eine Gerade zwischen 0 
und 1 und Wert 1 für n >1) ist übrigens !/;, 
nicht 0. 
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tung« seines Salzes gegeben, und er findet, daß 
diese Ableitung »nicht besser« sei als seine. 
In Wahrheit habe ich mich an den Prandtl- 
schen Satz gar nicht herangewagt, weil ich der 
Ueberzeusung bin, daß unsere heutigen mathe- 
mathischen Kenntnisse nicht im entferntesten 
ausreichen, ihn zu beweisen oder die Bedin- 
sungen, unter denen er gilt, abzugrenzen, und 
weil nach einer neuen Plausibelmachung!) 
offenbar kein Bedürfnis besteht. Ich habe mich 
vielmehr ausschließlich mit einer Frage be- 
schäftigt, die meines Wissens bisher noch nicht 
behandelt wurde, nämlich: Läßt sich bewei- 
sen, daß in der Umgebung einer willkürlich 
herausgegriffenen Stromlinie eine Lösung vom 
Typus der Grenzschichte (man sagt hier besser 
»Gleitschichte«, da es sich nicht notwendig um 
einen Rand handelt) bestehen muß, sobald 
man über das asymptotische Verhalten der Lö- 
sung längs der Stromlinie etwas bestimmtes 
voraussetzt? Natürlich etwas, das, im Fall die 
Stromlinie eine Begrenzung bildet, mehr ist, 
als eine Randbedingung im gewöhnlichen Sinn 
(im wesentlichen Kenntnis des Geschwindig- 
keits- und Druckverlaufs). Auf diese Weise 
selange ich zur Aufstellung einer hinrei- 
chenden Bedingung für das Bestehen einer 
Gleitschichte, wobei allerdings über das, was 
außerhalb der infinitesimalen Umgebung der 
betrachteten Stromlinie geschieht, nichts ausge- 
saut wird. Die Antwort, die ich in meinem 
Vortrage gegeben habe, fasse ich hier nochmals 
kurz zusammen: 

Wenn in einer Folge äußerlich ähnlicher 
Bewesungen mit wachsendem R eine Stromlinie 
S, die von einem bestimmten Punkt des Ein- 
triltsquerschnitts ausgeht, sich asymptotisch 
einer bestimmten stetigen Kurve mit endlicher 
Krümmung nähert und gleichzeitig die Ge- 
schwindigkeit vo und der Druck p längs 5 ge- 
sen bestimmte stetige Funktionen der Bogen- 
länge  v(s) und p(s) konvergieren; dann 
folst aus den N.-St.-Gleichungen, daß 
in der Umgebung von S eine Gleit- 
schichte eintritt, falls die Summe 
p + z längs 8 
die Summe konstant, so kann eine mit 
wachsendem s sich verlierende Gleitschichte 
entstehen, falls die Eintrittsbedingungen eine 
besondere HEigenschaft aufweisen.« 


nicht konstantist,. Ist 


Man mag diesen Satz, von dem ich einige 
Anwendungen in meinem Vortrage angedeutet 
habe, andere später mitteilen werde, für un- 
interessant oder unwichtig halten. Aber die 
Behauptung von Herrn Prandtl, »daß ich 
kaum etwas anderes mache als er, nur daß 


)) Zine solche gibt z. B. auch Hr. v. Kärmän, 
diese Zeitschr. Bd. 1 (1921), S. 233 bis 252. 
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alles in einem mehr formalen Gewand er- 
scheint«, wird man schwerlich aufrecht erhal 
ten können. 

Zu 2: Die Richtigstellung meiner Skizze in 
Abb. 4 S. 430 nehme ich mit Dank zur Kennt- 
nis. Folgerungen sind aus der Skizze bei miı 
nicht gezogen. 


Zu 3: Hinsichtlich der Kärmänschen »In- 
tegralbedingung« und ihrer Anwendung durcl 
Herrn Pohlhausen muß ich ohne jede Ein 
schränkung meine Behauptung aufrecht erhal 
ten, daß diese Methode in keiner Weise dazu 
dienen kann, den Widerstandskoeffizienten + 
einer in eine Strömung eingetauchten Platte 
auch nur annähernd zu berechnen. Die 
Behauptung stützt sich darauf, daß ich zwi- 
schen x und der Geschwindigkeitsverteiltung 
f(n) die Beziehung 


= /fü —f)dn 
0 


aufgefunden habe, die ohne weiteres erkennen 
läßt, daß x völlig unbestimmt bleibt, wenn man 

wie es die Methode will — f nicht aus der 
Blasiusschen Differentialgleichung sondern 
nur aus den Randbedingungen /(0) =0, f’(0) 

1, ’(0)=0, f()=1 bestimmt. 

Herr Prandtl bemerkt dazu zweierlei: 
l. Herr Pohlhausen habe gar nicht die Ab- 
sicht gehabt, % zu berechnen, sondern seine 
Untersuchung nur angestellt, um aus bereits 
bekanntem x auf ein passendes f zu schließen ; 
2. Wir könnten in dem Maße, in dem der Ge- 
samlverlauf von f bekannt ist, x näherungs- 
weise bestimmen. — In keiner dieser beiden 
Bemerkungen kann ich einen Widerspruch _ ge- 
sen meine Behauptung finden). 

Als »Leerlauf« habe ich eine Ueberlegung be- 
zeichnet, die zwischen die Annahme von f und 
die Berechnung von x die Aufstellung und Inte- 
gration einer Differentialgleichung für die Para- 
meterfunktion @ (x) einschaltet; eine Zwischen- 
schaltung, durch die in der Tat der Eindruck 
erweckt wird, es sei etwas anderes, ob man die 
Geschwindigkeilsverteilung f oder direkt x an- 
nimmt. 

Im übrigen bin ich, wie auch aus dem Text 
meines Vortrages hervorgeht, mit Hrn.Prandtl 
der Ansicht, daß die Kärmänsche Methode in 
vielen Fällen, wenn man über die in Betracht 
kommende Funktion / anderswoher, z. B. aus 
der Integration der Blasiusschen Differential- 
sleichung, einigermaßen Bescheid weiß, dazu 
verwendet werden kann, eine erste Näherung 
für die Lösung des Strömungsproblems zu 
liefern. 

Berlin, im April 1928. R.v. Mises. 891la 

) Daß «> !/; folgt nur, wenn man voraussetzt. 
daß /(n) konvex ist. 


(Redaktionsschluß 24, Juni 1928.) 


Für die Schriftleitung verantwortlich: Professor Dr. vonMises, Berlin NW 87, Siegmundshof 9; 


für den Anzeigenteil Peter Valerius, Berlin NW40. — VDI-Verlag G.m.b.H., Berlin NW7. 
Druck von A. W. Schade, Berlin N 65. 








